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 فصل اول : ماتریس و کاربردها 
 

 درس اول : ماتریس و اعمال روی ماتریس ها
 تاریخ بارم سوال  ردیف

𝐴الف( اگر  1 = [
𝑚 ∘

𝑚 − 2 𝑛
 را بیابید.  𝑛و   𝑚ماتریسی اسکالر باشد ، مقادیر   [

 

𝑏𝑖𝑗  ب( اگر = {

𝑖 + 1       𝑖 = 𝑗
𝑗 − 2       𝑖 < 𝑗
1            𝑖 > 𝑗

𝐵و    = [𝑏𝑖𝑗]3×3
 را به صورت آرایش مستطیلی بنویسید. 𝐵، ماتریس   

 

𝐵2)پ( ماتریس   + 2𝐼)   ( . را محاسبه کنید𝐼 )ماتریس همانی مرتبه سه است 

 

2/25 

ی 
د

14
01

 

𝐴الف : اگر دو ماتریس    2 = [
2𝑥 − 1 3

2 𝐵و     [0 = [
5 3
2  برابر با................... است. 𝑥مساوی باشند ، آنگاه مقدار    [0

 

𝐴ب: اگر    = [
2 𝑚 + 1

2𝑛 + 4 5
𝐴ماتریس    𝑚 و 𝑛یک ماتریس قطری باشد ، با محاسبه    [ + 𝐼   ( . رابیابید𝐼   ماتریس

 همانی مرتبه دو است( . 

 

2 

ور 
ری

شه
14

01
 

3 
𝐵به صورت    𝐵 و  𝐴اگر دو ماتریس مربعی    = [

1 2 0
0 1 3
−1 2 1

] 𝐴  و    = [3𝑖 − 2𝑗]3×3  ، باشند 

 را به صورت آرایش مستطیلی بنویسید.  𝐴الف : ماتریس  

 را محاسبه کنید.  𝐵2ب : ماتریس  

 

1 

ور 
ری

شه
14

01
 

𝐴)و تعویض پذیر باشند ، ثابت کنید :    3دو ماتریس مربعی مرتبه     𝐵 و  𝐴اگر   4 − 𝐵)2 = 𝐴2 − 2𝐴𝐵 + 𝐵2  1 

ور 
ری

شه
14

01
 

 های زیر را کامل کنید. عبارت 5

]الف( اگر ماتریس  
𝑟 𝑚 − 1
∘ 1 𝑚یک ماتریس همانی باشد حاصل   [ +  برابر با .................. است .  1

 

0/25 

د 
ردا

خ
14

01
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𝐴اگر  6 = [
4 𝑎
𝑏 𝐵و   [1− = [

1 −2
3 2 𝐴دست آورید که  را طوری به 𝑏و   𝑎مقادیر   [ × 𝐵  . 1 ماتریس قطری باشد 

د 
ردا

خ
14

01
 

7 
𝐴مربعی مرتبه سه به صورت  𝐴ماتریس   = [𝑎𝑖𝑗]3×3

𝑎𝑖𝑗که    = {

𝑖 + 𝑗      𝑖 = 𝑗
𝑗            𝑖 > 𝑗
∘             𝑖 < 𝑗

𝐵و    = [
2 1 ∘
−1 3 2
2 ∘ 5

 باشد .  [

 آرایش مستطیلی بنویسید.صورت را به 𝐴الف( ماتریس  

 را محاسبه کنید.  𝐵ب( دترمینان ماتریس  

 

1/25 

د 
ردا

خ
14

01
 

 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  8

 هر آرایش مستطیلی از اعداد حقیقی ، شامل تعداد سطر و ستون ...............................  نامیده می شود.

25/0 

ی 
د

14
00

 

𝐴اگر  9 = [
2𝑥 5
𝑧  1]   ، 𝐵 = [

3 2𝑥 + 𝑦
−2 1

𝐴و    [ = 𝐵   در این صورت حاصل𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧  .25/1 را بدست آورید 

ی 
د

14
00

 

 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  10

 ماتریس مربعی که همه درایه های غیر واقع بر قطر اصلی آن صفر باشند را ماتریس ..........می گویند. 

25/0 

ور 
ری

شه
14

00
 

 نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.درستی یا  11

3دو ماتریس      Bو  Aاگر  × 𝐴)دلخواه باشند آنگاه عبارت  3 + 𝐵)2 = 𝐴2 + 2𝐴𝐵 + 𝐵2 .همواره برقرار است 

25/0 

ور 
ری

شه
14

00
 

𝐴اگر  12 = [
4 𝑎
𝑏 −1]   ، 𝐵 = [

1 −2
3 2 𝐴را طوری به دست آورید که حاصلضرب   𝑏 و 𝑎باشد ، مقادیر    [ × 𝐵    ماتریس

 قطری باشد. 

5/1 

ور 
ری

شه
14

00
 

 درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. 13

𝑟𝐴یک عدد حقیقی دلخواه و مخالف صفر باشد ، و   𝑟دو ماتریس  هم مرتبه و     Bو  Aاگر  = 𝑟𝐵 

𝐴آنگاه داریم    = 𝐵 

25/0 

د 
ردا

خ
14

00
 

14 
𝐴 دو ماتریس  = [

2 m− 2 0
0 3 0

n + 1 0 3
𝐵اگر   و [ = [

2 1 1
m 0 n
3 −1 2

یک ماتریس قطری باشد ،   𝐴مفروض اند ، اگر  [

 را محاسبه کنید.  𝐴𝐵حاصل 

1 

د 
ردا

خ
14

00
 

 25/0 حاصل ضرب ماتریس ها خاصیت جابجایی ............................  15

ی 
د

99 
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 درستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. 16

,𝐶الف(اگر برای ماتریس های متمایز  𝐵, 𝐴  داشته باشیم𝐴𝐵 = 𝐴𝐶    آنگاه لزوما،𝐵 = 𝐶  .است 

25/0 

ی 
د

99 

17 
𝐴اگر = [𝑎𝑖𝑗]   3یک ماتریس × 2 }با درآیه های3

𝑖 − 𝑗          𝑖 < 𝑗
               𝑖 = 𝑗
 𝑖 + 𝑗        𝑖 > 𝑗

  𝑎𝑖𝑗=   باشد،درآیه های𝑎33 و 𝑎31و 𝑎12   را به

 دست آورید. 

75/0 

ی 
د

99 

,𝑥مقادیر   18 𝑦   .را از معادله زیر به دست آورید 

[𝑥   2] × [
2 4
0 −1] =

[4     𝑦 − 2] 

 

1 

ی 
د

99 

𝐵اگر 19 = [
1 −2
3 2 ] A و = [

4 𝑎
b ,𝑎مقادیر  [1− 𝑏  را طوری بدست آوریدکه𝐴 × 𝐵  .1 ماتریس قطری باشد 

ی 
د

99 

 جای خالی را با عبارت مناسب پرکنید. 20

Aدر ماتریس قطری   = [
3 .

m − 1  برابر ..............است. mمقدار  [4

 

25/0 

ور 
ری

شه
99 

21  

A واگر دو ماتریس   = [
x − 1  8

3 z + 1] B= [
y + 1 𝑥 − 2

3 4
𝑥مساوی باشند مقدار [ + 𝑦 + 𝑧  .رابیابید 

 

5/1 

ور 
ری

شه
99 

[𝑥   3]معادله ماتریسی  22 × [
1 .
−1 4] [

3
−1] =   راحل کنید. 0

 

25/1 

ور 
ری

شه
99 

=B اگر  23 [
2 −1
2 𝑎

] A و = [
4 2
b ,𝑏،مقادیر [1− 𝑎    را طوری بدست آورید که حاصل ضرب𝐴 × 𝐵     ماتریس قطری

 باشد. 

25/1 

د 
ردا

خ
 خ 99

 درستی یا نادرستی گزاره های زیر را معلوم کنید.  24

 ماتریس مربعی که تمام درایه های غیر واقع بر قطر اصلی آن صفر باشند،ماتریس اسکالر نامیده می شود.

25/0 

د 
ردا

خ
 خ 99

 درجای خالی عبارت ریاضی مناسب قرار دهید.  25

 فقط از یک سطر تشکیل شده باشد)فقط دارای یک سطر باشد(آنگاه آن را یک ماتریس ............ می نامیم.  Aاگر ماتریس 

25/0 

د 
ردا

خ
 خ 99

 جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  26

 اصلی باهم برابر باشند،آن را یک ماتریس ......... می نامیم. اگر ماتریسی قطری باشد وتمام درایه های روی قطر 

25/0 

د 
ردا

خ
99 
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 درستی و نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 27

 در حالت کلی حاصل ضرب ماتریس ها خاصیت جابجایی دارد.

25/0 

د 
ردا

خ
99 

A اگر 28 = [
0 2
−1  25/1 را بدست آورید.  𝐴7باشد، [0

ی 
د

98 

29 
Bماتریسهای   = [

a + b 2 2
2 2 −1
2 −1 4a+ b

] , A = [
1 0 2
0 −1 1
2 1 0

,𝑏را در نظربگیرید،مقادیر  [ 𝑎   را چنان بیابید که

A2داشته باشیم: − 𝐵 = 𝑂̅    (𝑂̅ ).ماتریس صفر است 

 

25/1 

ی 
د

98 

 جای خالی را باعبارت مناسب پرکنید. 30

𝐴در ماتریس   = [𝑎𝑖𝑗]4×3
𝑎ijکه در آن   =

2𝑖

j−1
برابر است با   Aباشد ، درایه های واقع در سطر سوم و ستون دوم ماتریس  

 ............................ 

25/0 

ی 
د

98 

 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 31

 هر ماتریس اسکالر یک ماتریس قطری است. 

25/0 

ی 
د

98 

A واگر دو ماتریس   32 = [
2x 5
z 1] B= [

3 2𝑥 + 𝑦
−2 1

𝑥مساوی باشند، مقدار [ + 𝑦 + 𝑧  .رابیابید 

 

 

25/1 

ر 
روی

شه
98 

33 
𝐴 در ماتریس  = [𝑎𝑖𝑗]3×3

 }و  
𝑖 − 2𝑗          𝑖 < 𝑗

               
− 𝑖 + 𝑗        𝑖 ≥ 𝑗

 𝑎𝑖𝑗=  می باشد ،مجموع درایه های ستون دوم ماتریسA   را بدست

 آورید.

 

 

1 

ر 
تی

98 

 مشخص کنید.درستی یا نادرستی عبارت زیر را  34

 است.        B=Cآنگاه لزوماُ AB=ACداشته باشیم ، C,B,Aاگر برای ماتریس های متمایز 

 

25/0 

د 
ردا

خ
98 

[3𝑥   2]درمعادله ماتریسی   35 × [
1 −2
−3 6 ] [

−1
1 ] =  25/1 را بیابید.   𝑥مقدار   0

د 
ردا

خ
98 

 جای خالی را یک کلمه مناسب پر کنید.  36

 ....................... حاصل ضرب ماتریس خاصیت جابجایی 

 

25/0 

ی 
د

97 
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 درستی یا نادرستی عبارتهای زیر را مشخص کنید. 37

A الف( اگر ماتریس  = [
1 2 −2
1 0 −1
2 1 2

 می باشد.  5برابر  A3باشد، مجموع درایه های سطر دوم   [

𝐴2ب(اگر  = A : باشد،در این صورت داریم(𝐴 + 𝐼)2 = 𝐼 + 3𝐴 

 

1 

ی 
د

97 

Aاگر ضرب ماتریس های   38 = [
𝑥 y
2 𝐵و   [1− = [

4 3
3  تعویض پذیر باشد ،   [4

𝑥]حاصل  2 −𝑦] × [
3
2
−𝑥
 را بیابید.    [

 

5/1 

ی 
د

97 

 جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  39

 هر ماتریس قطری که درایه های روی قطر اصلی آن باهم برابر باشند ، را ماتریس ................می نامند. 

 

25/0 

ی 
د

97 

 درس دوم : وارون ماتریس و دترمینان 
𝐴اگر  40 = [

3 −1
1 1−(5𝐴)                                                                              ، نشان دهید :  [1− =

1

5
𝐴−1 1/5 

ی 
د

14
01

 

 درستی رابطه زیر را ثابت کنید :  𝐼ها و ماتریس همانی  های ضرب ماتریسبا استفاده از ویژگی 41

(𝐴 − 3𝐼)2 = 𝐴2 − 6𝐴 + 9𝐼 

1 

ی 
د

14
01

 

42 
𝐴اگر  = [

1 2 1
2 6 2
1 −1 2

−|، حاصل   [
1

2
𝐴4|  .را به دست آورید 

1/25 

ی 
د

14
01

 

𝐴اگر ماتریس   43 = [
4 1
0 𝐴باشد ، وارون  ماتریس     [3 − 2𝐼   ( .را بیابید𝐼  . ) 1 ماتریس همانی مرتبه دو است 

ر  
یو

هر
ش

14
01

 

44 
}  الف :در  دستگاه   

𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐

𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 = 𝑐′
 ،اگر    

𝑎

𝑎′
=
𝑏

𝑏′
≠
𝑐

𝑐′
 نادرست (  –باشد،دستگاه بی شمار جواب دارد. ) درست   

Aب : اگر    = [
0 0 1
0 2 0
−1 0 0

 را بیابید.  ||𝐴|𝐴|باشد ،     [

1 

ور 
ری

شه
14

01
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 . سپس شکل صحیح عبارت نادرست را بنویسیددرستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  45

3یک ماتریس   𝐴الف( اگر  × |𝐴|و   3 = |2𝐴|باشد آنگاه   5 =  است .  40

 

25/0 

د 
ردا

خ
14

01
 

}دستگاه   46
2𝑥 + 𝑦 = 4

7𝑥 + 4𝑦 =  25/1 را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید. 15

د 
ردا

خ
14

01
 

 درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. 47

2دو ماتریس     𝐵  و𝐴اگر  × |𝐴𝐵|باشند ، آنگاه :    2 = |𝐴||𝐵| 

0/25 

ی 
د

14
00

 

𝐴اگر  48 = [2𝑖 − 3𝑗]3×2    و𝐵2×3 = {
−1          𝑖 ≠ 𝑗
0             𝑖 = 𝑗   باشد ، دترمینان ماتریس𝐴𝐵  .2 را به دست آورید 

ی 
د

14
00

 

را ماتریس معلومات دستگاه دو معادله و دو مجهولی   𝐵را ماتریس مجهولات و   𝑋ماتریس ضرایب و    𝐴اگر ماتریس   49

{
2𝑥 − 𝑦 = 4
−4𝑥 + 3𝑦 = 𝐴𝑋در نظر بگیریم ، از تساوی    2 = 𝐵   ماتریس𝑋  .را به دست آورید 

5/1 

ی 
د

14
00

 

3ماتریس     𝐴اگر   50 × |𝐴|باشد ،    3 =  75/0 را به دست آورید.  ||𝐴|𝐴|باشد ، آنگاه   4

ی 
د

14
00

 

51 
𝐴دو ماتریس    = [

−1 1
0 2
−2 3

]    ،𝐵 = [
1 −1 0
−2 3  در نظر بگیرید:  [2−

 تعریف می شود؟ چرا؟   𝐵  و𝐴الف : آیا جمع دو ماتریس  

𝐴|ب : حاصل   × 𝐵|  .را بدست آورید 

 

75/1 

ور 
ری

شه
14

00
 

𝐴−1ماتریس   52 = [
2 −1
2 3  1 را بدست آورید.   𝐴مفروض است ، ماتریس   [

ور 
ری

شه
14

00
 

}را طوری بیابید که دستگاه معادلات خطی     𝑚مقدار  53
2𝑥 + 𝑚𝑦 = 1

(𝑚 − 1)𝑥 + 𝑦 =  25/1 جواب نداشته باشد.   3

ور 
ری

شه
14

00
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 کنید. جاهای خالی را با عبارات مناسب پر  54

]اگر ماتریس  
2 0 𝑓
0 𝑎 0
𝑒 𝑐 𝑏

 اسکالر باشد ، حاصل دترمینان ماتریس برابر ........................ است.  [

 

25/0 

د 
ردا

خ
14

00
 

2𝐴اگر  55 = [
|𝐴| −4
1 |𝐴|

 5/1 را بیابید.   |𝐴−1|باشد ، در این صورت حاصل    [

د 
ردا

خ
14

00
 

 ماتریس وارون بیابید. جواب دستگاه زیر را در صورت وجود ، با استفاده از   56

{
3𝑥 − 4𝑦 = 7
2𝑥 + 𝑦 = 1  

1 

د 
ردا

خ
14

00
 

57 
𝐴اگر  = [

2 3 2
1 2 3
−1 −2 1

𝐵اگر   و [ = [
3 0 0
0 −1 0
0 0 2

3ماتریس همانی   I3و[ ×  .باشد،حاصل عبارت زیر را بدست آورید3

=.|𝐴 × 𝐵| + |2𝐼3| 

25/1  

ی  
د

99 

 حل کنید.  A−1دستگاه مقابل را با استفاده از  58

{
3𝑥 − 5y = −1

2𝑥 + 𝑦 = 8  

5/1 

ی 
د

99 

 جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  59

3یک ماتریس  A اگر × |A|و  3  = |باشد،آنگاه  5
1

2
A|   .برابر ..................است 

25/0 

ور 
ری

شه
99 

60 
A اگر = [

2 1 −1
0 1 −2
0 3 4

B و[ = [
3 1 0
0 −1 0
0 3 2

|𝐴|باشند، حاصل  [ + |B2|  .را بیابید 
5/1 

ور 
ری

شه
99 

A اگر 61 = [
0 4
2 A2  را بیابیدکه رابطه ی  𝑛,𝑚باشد،مقادیر  [1 = 𝑚𝐴 + 2𝐼2  .2 برقرار باشد 

ور 
ری

شه
99 

 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 62

}در دستگاه  اگر الف(
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐

𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 = 𝑐′
 ،ا     

𝑎

𝑎′
=
𝑏

𝑏′
=
𝑐

𝑐′
 باشد،دستگاه جواب منحصر به فرد دارد.    

 

25/0 

ور 
ری

شه
99 

}دستگاه معادلات    mمقداری ازالف( به ارای چه  63
𝑥 − y = 3

𝑚𝑥 + 6𝑦 =  ؟ است  فاقد جواب  4−

}ب(دستگاه  
𝑥 − y = 3

2𝑥 + 6𝑦 =  حل کنید.  A−1را با استفاده از    4−

 

2 

ور 
ری

شه
99 
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64 
𝐴اگر   = [

−1 0 0
0 2 2
−4 4 5

 را بیابید.   |𝐴|𝐴||، در این صورت حاصل      [
75/0 

د 
ردا

خ
 خ 99

𝐴دستگاه معادلات خطی تشکیل دهید که    65 = [
3 −5
4 2 𝐵ماتریس ضرایب دستگاه بوده و     [ = [

1
ماتریس معلومات   [10

 بیابید.  𝐴−1آن باشد و سپس دستگاه را با استفاده از   

 5/1 

د 
ردا

خ
 خ 99

 جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  66

Aاگر  = [
𝑎 8
3  برابر .............است.   𝑎وارون پذیر نباشد،مقدار   [4−

 

25/0 

د 
ردا

خ
99 

Aالف(اگر  67 = [
|A| 8
3 5

 را بیابید.  |A|در این صورت حاصل  [

 را حساب کنید. 𝐴ب: ماتریس وارون  

 

 

25/1 

د 
ردا

خ
99 

1]در تساوی    68 𝑥] [
2 4
1 2] [

2
 25/1 را بیابید.  𝑥مقدار   [1

د 
ردا

خ
99 

}را طوری بیابید که دستگاه معادلات     𝑚الف : حدود   69
2𝑚𝑥 + 3𝑦 = 1

2𝑥 − 𝑦 =  دارای جواب منحصر بفرد باشد.   3

𝑚ب: جواب دستگاه مذکور را به ازای  =  با استفاده از ماتریس وارون محاسبه کنید.  2

 

2 

د 
ردا

خ
99 

 درستی و نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 70

3یک ماتریس   𝐴اگر  × |𝐴|و     3 = |2𝐴|باشد ، انگاه  2 =  است. 16

25/0 

د 
ردا

خ
99 

71 
𝐴دو ماتریس    = [

2 𝑚 − 2
𝑛 + 1 1 𝐵و    [ = [

2 1 1
𝑚 0 𝑛
3 −1 2

یک ماتریس قطری باشد ، حاصل    𝐴مفرو اند. اگر   [

|𝐴| + |𝐵|  .را محاسبه کنید 

 

75/1 

د 
ردا

خ
99 

 جای خالی را عبارت مناسب پر کنید. 72

𝐴اگر   = [
−2 0 0
−1 4 0
0 1 −1

 برابر است با ......................  |𝐴−|باشد ، مقدار     [

 

25/0 

ی 
د

98 
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73 
𝐴اگر   = [

2 4 1
−1 3 𝐵و     [2 = [

1 −1
0 1
2 3

 را بدست آورید.  𝐵𝐴دو ماتریس باشند . دترمینان ماتریس    [
25/1 

ی 
د

98 

 جواب دستگاه زیر را در صورت وجود با استفاده از ماتریس وارون بیابید.         74

{
3𝑥 − 5𝑦 = −1

2𝑥 + 𝑦 = 8  

1/25 

ی 
د

98 

 جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  75

𝐴اگر   = [
2 0 0
0 −3 0
0 0 5

 برابر است با.................. .  |𝐴|باشد ، مقدار  [

 

25/0 

ور 
ری

شه
98 

76 
𝐴اگر ماتریس    = [𝑎𝑖𝑗]3×3

𝑎𝑖𝑗که      = {
𝑖2 − 1          𝑖 = 𝑗 
𝑖 − 𝑗            𝑖 > 𝑗
𝑗 = 𝑖         𝑖 < 𝑗

𝐵و      = [
2 1 0
−1 3 2
2 0 5

 باشد.   [

𝐴الف : حاصل ماتریس    × 𝐵   .را به دست آورید 

 را بدست آورید.  𝐵ب : دترمینان ماتریس  

 

2 

ور 
ری

شه
98 

 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 77

}در دستگاه   
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐

𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 = 𝑐′
𝐴، اگر      = [

𝑎 𝑏
𝑎′ 𝑏′

|𝐴|ماتریس ضرایب باشد و    [ ≠ ، در این حالت دستگاه هیچ   0

 جوابی ندارد.

25/0 

ور 
ری

شه
98 

𝐴را طوری بیابید که ماتریس     𝑚مقدار  78 = [
𝑚 4
1  75/0 وارون پذیر نباشد.   [2

ور 
ری

شه
98 

}دستگاه    79
3𝑥 − 4𝑦 =  1
−𝑥 + 2𝑦 =  5/1 را با استفاده از ماتریس وارون حل کنید.  1

ور 
ری

شه
98 

 جای خالی را با کلمات مناسب پر کنید.  80

 دترمینان هر ماتریس قطری برابر است با حاصل ضرب ..................... .  

25/0 

ر 
تی

98 

3ماتریس    𝐴اگر  81 × |𝐴|باشد و   3 = |. حاصل    2
1

|𝐴|
𝐴|   .1 را بیابید 

ر 
تی

98 
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 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 82

}در دستگاه    
𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑐

𝑎′𝑥 + 𝑏′𝑦 = 𝑐′
، اگر داشته باشیم       

𝑎

𝑎′
=

𝑏

𝑏′
=

𝑐

𝑐′
 در این حالت دستگاه هیچ جوابی ندارد.   

 

25/0 

ر 
تی

98 

 وارون حل کنید.دستگاه دو معادله دو مجهولی زیر را به روش ماتریس  83

{
3𝑥 + 2𝑦 =  4
 𝑥 − 𝑦 = 3    

5/1 

ر 
تی

98 

84 
𝐴اگر   = [

2 3 4
0 2 3
0 1 2

 را محاسبه کنید.  |𝐴3|باشد ، حاصل   [
1 

د 
ردا

خ
98 

 جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  85

 ............باشد.  𝐴وارون پذیر باشد ، آن است که دترمینان ماتریس    𝐴شرط لازم وکافی برای اینکه ماتریس مربعی  

25/0 

د 
ردا

خ
98 

}را چنان بیابید که دستگاه    𝑚مقدار  86
𝑚𝑥 + 3𝑦 = −3         
4 𝑥 + (𝑚 + 4)𝑦 =  25/1 جواب نداشته باشد.    2

د 
ردا

خ
98 

3ماتریس   𝐴اگر  87 × |𝐴|باشد و    3 = .|𝐴||، حاصل   2− 𝐴|  .75/0 را بیابید 

ی 
د

97 

 دارای جواب منحصر به فرد می باشد.   𝑚دستگاه زیر به ازای چه مقادیر   88

{
(𝑚 − 3)𝑥 + 3𝑦 = 𝑚
 4𝑥 + (𝑚 + 1)𝑦 = 2    

1 

ی 
د

97 

 دوم : آشنایی با مقاطع مخروطی فصل 
 

 درس اول : آشنایی با مقاطع مخروطی و مکان هندسی

عمود باشد، سطح   𝐼بر خط   𝑃شود. اگر صفحۀ  سطحی ایجاد می  𝐼حول  𝑑موازی باشند ، از دوران  𝐼و   𝑑هرگاه دو خط    89

 نادرست (  -و سطح ایجاد شده بیضی است . ) درست   𝑃مقطع صفحۀ  

 

 

0/25 

ی 
د

14
01
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بر محور سطح مخروطی عمود نباشد و با مولد موازی نباشد و فقط یکی از دو نیمه سطح مخروطی را قطع   𝑃الف : اگر صفحه  90

 و سطح مخروطی یک .......................... است.  𝑃کند ، در این صورت فصل مشترک صفحه 

ب : سهمی ، مکان هندسی نقاطی از یک صفحه است که از یک خط ثابت در آن صفحه و یک نقطه ثابت غیر واقع بر آن خط  

 نادرست (  –در آن صفحه به یک فاصله باشد . ) درست 

 

5/0 

ور 
ری

شه
14

01
 

به یک فاصله بوده    𝐴 و 𝐵که شامل هیچ یک نیست در صفحه مفروض اند . نقطه ای بیابیدکه از    𝑑و خط    𝐴 و 𝐵دو نقطه    91

 سانتی متر باشد.  3به فاصله   𝑑و از خط 

5/1 

ور 
ری

شه
14

01
 

 . سپس شکل صحیح عبارت نادرست را بنویسیددرستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  92

، در این  شامل محور نباشدای باشد که هر دو تکۀ بالایی و پایینی سطح مخروطی را قطع کند و به گونه 𝑃ب( اگر صفحۀ 

 و سطح مخروطی یک هذلولی است.  𝑃صورت فصل مشترک صفحه 

 

25/0 

د 
ردا

خ
14

01
 

متر باشد . ) بحث سانتی 3به فاصله   𝐶به یک فاصله و از  𝐵و   𝐴ای بیابید که از اند. نقطهدر صفحه مفروض 𝐶و   𝐵و   𝐴نقاط   93

 کنید ( 

5/1 

د 
ردا

خ
14

01
 

 درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. 94

عمود باشد و از راس آن عبور نکند ، فصل مشترک حاصل یک دایره    (𝐼)بر محور سطح مخروطی   𝑃در حالتی که صفحه 

 خواهد بود.

25/0 

ی 
د

14
00

 

 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  95

مکان هندسی ، مجموعه نقاطی از صفحه ) یا فضا ( است که همه آنها یک ویژگی ..................... داشته باشند و همچنین هر  

 ژگی را داشته باشد عضو این مجموعه باشد. نقطه که آن وی

 

25/0 

ی 
د

14
00

 

 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  96

مکان هندسی ، مجموعه نقاطی از صفحه ) یا فضا ( است که همه آنها یک ویژگی .............. داشته باشند و همچنین هر نقطه 

 باشد. که آن ویژگی را داشته باشد عضو این مجموعه 

25/0 

ور 
ری

شه
14

00
 

 درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. 97

به گونه ای باشد که هر دو تکه بالایی و پایینی سطح مخروطی را قطع کند و شامل محور باشد ، در اینصورت  𝑃اگر صفحه  

 و سطح مخروطی یک هذلولی است.  𝑃فصل مشترک صفحه 

25/0 

ور 
ری

شه
14

00
 

و سطح    𝑃موازی باشد و از راس سطح مخروطی عبور کند ، در این صورت فصل مشترک صفحه     𝑑با مولد    𝑃اگر صفحه   98

 مخروطی یک ...........................است. 

25/0 

د 
ردا

خ
14

00
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  مماس اند ، یک نیم خط عمود بر خط  𝐴در نقطه ثابت     𝑑  مکان هندسی مرکزهای همه دایره هایی در صفحه که بر خط  99

𝑑   در نقطه 𝐴 .است 

25/0 

د 
ردا

خ
14

00
 

سانتی متر   3به فاصله  𝑑سانتی متر و از خط   2به فاصله   𝐴در صفحه مفرو اند. نقطه ای را بیابید که از  𝑑و خط   𝐴نقطه  100

 باشد . بحث کنید. 

5/1 

ی 
د

99 

 مشخص کنید.درستی یا نادرستی عبارات زیر را  101

الف : مکان هندسی ، مجموعه ی نقاطی از صفحه ) یا فضا ( است که همه آنها یک ویژگی مشترک داشته باشند و همچنین 

 هر نقطه که آن ویژگی را داشته باشد عضو این مجموعه باشد. 

 یره است.بر محور سطح مخروطی عمود باشد و از راس آن عبور نکند ، شکل حاصل یک دا 𝑃ب : هرگاه صفحه  

 

5/0 

ور 
ری

شه
99 

 در جای خالی عبارت ریاضی مناسب قرار دهید.  102

عمود باشد و از راس آن عبور کند ، شکل حاصل یک ................خواهد   𝐿بر محور سطح مخروطی     𝑃در حالتی که صفحه ی 

 بود.

25/0 

د 
ردا

خ
 خ 99

 درستی یا نادرستی گزاره ی زیر را معلوم کنید.  103

و به   𝑑در صفحه مماس اند ، دو خط به موازات   𝑑که بر خط  𝑟مکان هندسی مرکزهای همه ی دایره هایی با شعاع ثابت  

 است.  𝑑از  𝑟فاصله  

25/0 

د 
ردا

خ
 خ 99

 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 104

,𝐶(𝑂که بر دایره ی  𝑟مکان هندسی مرکز همه ی دایره هایی با شعاع ثابت   𝑟)   ، در صفحه ی این دایره مماس خارج اند

,𝐶′(𝑂دایره ی   2𝑟) .است 

25/0 

د 
ردا

خ
99 

, 𝐴نقاط   105 𝐵 , 𝐶 , 𝐷    در صفحه مفروض اند ، نقطه ای در این صفحه بیابید که از𝐴  و𝐵  به یک فاصله و از𝐶 و 𝐷    نیز به

 یک فاصله باشد. ) بحث کنید.( 

5/1 

د 
ردا

خ
99 

, 𝐴نقاط   106 𝐵 , 𝐶   در صفحه مفروضند. نقطه ای بیابیدکه از𝐴 و 𝐵  به یک فاصله بوده و از𝐶  سانتی متر باشد.)   3به فاصله ی

 پیرامون جواب مسئله بحث کنید.(

5/1 

ی 
د

98 

 کنید.درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص  107

عمود باشد و از راس عبور نکند ، فصل مشترک حاصل یک دایره خواهد   𝑙بر محور سطح مخروطی   𝑃در حالتی که صفحه ی 

 بود.

25/0 

ور 
ری

شه
98 

, 𝐴نقاط   108 𝐵 , 𝐶   در صفحه مفرو اند. نقطه ای بیابید که از𝐴 و  𝐵   به یک فاصله و از نقطه ی𝐶  سانتی متر  3به فاصله ی

 باشد. ) در مورد تعداد نقاط در حالت های مختلف بحث کنید.( 

1/5 

ور 
ری

شه
98 
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 جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  109

 ..................است. مکان هندسی نقاطی که مجموع فواصلشان از دو نقطه ی ثابت ، یک مقدار ثابت باشد ، یک 

25/0 

ر 
تی

98 

به یک فاصله بوده و   𝐵 و 𝐴که شامل هیچ یک نیست در صفحه مفرو اند ، نقطه ای بیابید که از   𝑑و خط   𝐵 و 𝐴دو نقطه ی   110

 سانتی متر باشد. ) پیرامون وجود جواب بحث کنید.(3به فاصله ی  𝑑از 

5/1 

ر 
تی

98 

 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 111

نیز موازی نباشد و تنها یکی از دو نیمه ی  𝑑بر محور سطح مخروطی عمود نباشد و با مولد آن  𝑃در حالتی که صفحه ی 

 مخروط را قطع کند. فصل مشترک حاصل یک بیضی خواهد بود. 

25/0 

د 
ردا

خ
98 

 جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  112

هر نقطه  مکان هندسی ، مجموعه ی نقاطی از صفحه ) یا فضا ( است که همه ی آنها یک ....................داشته باشند و همچنین

 که آن ویژگی را داشته باشد ، عضو این مجموعه باشد. 

25/0 

د 
ردا

خ
98 

 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 113

صفحه ای با مولد سطح مخروطی دواری ، موازی است و از راس آن عبور نمی کند . فصل مشترک صفحه و سطح مخروطی ،  

 یک بیضی است. 

25/0 

ی 
د

97 

 دایرهدرس دوم : 
𝑥)، که بر دایره    شعاع ثابت یکهای با مکان هندسی مرکز همه دایره  114 − 1)2 + (𝑦 + 2)2 = مماس خارج باشند ،   16

,𝑂(1ای به مرکز دایره  و شعاع ........... است . (2−

 

0/25 

ی 
د

14
01

 

,𝑂(2ای را بنویسید که  معادلۀ دایره 115 3𝑥مرکز آن بوده و از خط   (1− − 4𝑦 + 10  1/25 جدا کند .  6وتری به طول  ∘=

ی 
د

14
01

 

𝑥2در دایره به معادلۀ ضمنی   116 + 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 ، ثابت کنید شعاع دایره برابر با    روش مربع کاملبا استفاده از  ∘=

𝑟 =
√𝑎2+𝑏2−4𝑐

2
 است . 

1 

ی 
د

14
01

 

𝑥2را طوری بدست آورید که    𝑎الف : حدود   117 + 𝑦2 − 4𝑥 + 6𝑦 + 𝑎 =  معادله یک دایره باشد.  0

𝑥ب : وضعیت   + 𝑦 = 𝑥2و دایره   1 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 − 2 =  را نسبت به هم مشخص کنید.  0

 

2 

ور 
ری

شه
14

01
 

 های زیر را کامل کنید. عبارت 118

,𝐴(1نقطه     𝑥2در .................. دایره به معادله  (2− + 𝑦2 − 2𝑥 + 2𝑦  قرار دارد .  ∘=

 

 

25/0 

د 
ردا

خ
14

01
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,𝑂(1ای را بنویسید که مرکز آن نقطه معادله دایره 119 3𝑥و بر خط   (1− − 4𝑦 + 3  مماس باشد .  ∘=

 

 
 

1 

د 
ردا

خ
14

01
 

, 𝑀(1بوده و   𝑂(2,3)معادله دایره ای را بنویسید که مرکز آن  120  1 یک نقطه از آن باشد.   (1

ی 
د

14
00

 

, 𝐴(2در نقطه   121 𝑥2روی دایره به معادله  (3 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 = مماسی بر دایره رسم کرده ایم ، معادله این خط   3

 مماس را بدست آورید. 

5/1 

ی 
د

14
00

 

 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 122

, 3)نقطه  𝑥2روی دایره    ( 2− + 𝑦2 + 2𝑥 =  قرار دارد. 0

25/0 

ور 
ری

شه
14

00
 

, 𝑂(0معادله دایره ای را بنویسید که   123 𝑥مرکز آن بوده و روی خط به معادله   (1 + 𝑦 =  2√2وتری به طول   2

 جدا کند . 

5/1 

ور 
ری

شه
14

00
 

, 𝐴(2در نقطه   124 𝑥2روی دایره    ( 3 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 = مماسی بر آن رسم کرده ایم ، معادله این خط مماس را به   3

 دست آورید. 

1 

ور 
ری

شه
14

00
 

, 𝑂′(2معادله دایره ای را بنویسید که مرکز آن    125 3𝑥بوده و بر خط   (1 + 4𝑦 =  1 مماس باشد.   5−

د 
ردا

خ
14

00
 

𝑥2وضعیت دایره    126 + 𝑦2 − 6𝑥 − 2𝑦 + 9 = با دایره ای به مرکز مبدا مختصات و شعاع یک را نسبت به هم مشخص   0

 کنید. 

5/1 

د 
ردا

خ
14

00
 

𝑥معادله دایره ای را بنویسید که خطوط  127 + 𝑦 = 𝑥و    1 − 𝑦 =  شامل قطرهایی از آن بوده و خط    3

  4𝑥 + 3𝑦 =  بر آن مماس باشد.   5−

25/1 

ی 
د

99 

𝑥)وضعیت دو دایره    128 − 1)2 + 𝑦2 = 𝑥2و     1 + (𝑦 − 1)2 =  2 را نسبت به هم مشخص کنید.  1

ی 
د

99 

𝑥2        باشد و با دایره به معادله 𝑂(0,1)معادله دایره ای بنویسید که که مرکز آن  129 + 𝑦2 − 8𝑥 + 4𝑦 + 16 = 0  

 مماس داخل باشد. 

2 

ور 
ری

شه
99 
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𝑥وضعیت خط  130 − 𝑦 − 1 = 𝑥2و دایره ی   0 + 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 + 3 =  25/1 را نسبت به هم مشخص کنید.  0

ور 
ری

شه
99 

4𝑥مرکز آن بوده و بر خط به معادله ی  𝑂(3,1)معادله ی دایره ای را بنویسید که  131 + 3𝑦 + 5 =  25/1 مماس باشد.  0

ور 
ری

شه
99 

 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 132

𝑥2رابطه ی   + 𝑦2 − 2𝑥 − 4𝑦 + 10 =  معادله یک دایره است.  0

25/0 

ور 
ری

شه
99 

𝑥2وضعیت دو دایره    133 + 𝑦2 − 2𝑥 = 𝑥2و     4 + 𝑦2 =  1 را نسبت به هم مشخص کنید.  4

د 
ردا

خ
 خ 99

𝑥 مرکز آن بوده و روی خط به معادله ی  𝑂(0,1)معادله ی دایره ای را بنویسید که  134 +  𝑦 = جدا    2√2وتری به طول  2

 کند. 

5/1 

د 
ردا

خ
 خ 99

,𝐴(1وضعیت نقطه ی    135 𝑥2نسبت به دایره ی     (2− + 𝑦2 − 2𝑥 + 2𝑦 =  1 را تعیین کنید.  0

د 
ردا

خ
99 

,𝑂(−1معادله ی دایره ای را بنویسید که  136 2𝑥 مرکز آن بوده و روی خط    (1− +  𝑦 =  25/1 ایجاد کند.    4وتری به طول  2

د 
ردا

خ
99 

3𝑥وضعیت خط  137 +  𝑦 = 𝑥2را نسبت به دایره ی     0 + 𝑦2 − 4𝑥 − 4𝑦 + 7 =  25/1 را مشخص کنید. 0

ی 
د

98 

,𝑂(2معادله ی دایره ای را بنویسید که  138 𝑥2و بر دایره به معادله          مرکز آن بوده (2− + 𝑦2 + 2𝑥 − 4𝑦 = 4   

 مماس خارج باشد. 

25/1 

ی 
د

98 

 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 139

𝑥2معادله ی ضمنی   + 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 = 𝑎2       معادله ی یک دایره است ، اگر و تنها اگر 0 + 𝑏2 < 4𝑐 

 باشد. 

25/0 

ی 
د

98 

𝑥وضعیت خط  140 + 𝑦 = 𝑥2و دایره ی    2 + 𝑦2  =  25/1 را نسبت به هم مشخص کنید.   2

ور 
ری

شه
98 
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,𝑀(1مرکز آن و   𝑂(−2,3)معادله ی دایره ای را بنویسید که  141  1 یک نقطه از آن باشد.  (1−

ور 
ری

شه
98 

𝑥2دایره های   142 + 𝑦2 − 6𝑥 − 2𝑦 + 9 = 𝑥2و     0 + 𝑦2  =  5/1 نسبت به هم چه وضعی دارند؟   1

ر 
تی

98 

𝑥2روی دایره    𝐴(2,3)ازنقطه ی   143 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 = مماسی بر دایره رسم کرده ایم . معادله ی این خط مماس را   3

 بدست آورید. 

1 

د 
ردا

خ
98 

𝑥معادله ی دایره ای را بنویسید که خطوط   144 + 𝑦 = 𝑥و     1 − 𝑦 = شامل قطرهایی از آن بوده و خط                  3

4𝑥 + 3𝑦 =  بر آن مماس باشد.     5−

5/1 

د 
ردا

خ
98 

𝑥2دایر های   145 + 𝑦2 − 2𝑥 = 𝑥2و    4 + 𝑦2 =  75/1 نسبت به هم چه وضعی دارند؟   4

ی 
د

97 

𝑥2را طوری به دست آورید که   𝑎حدود   146 + 𝑦2 − 3𝑥 + 5𝑦 + 𝑎 =  1 بتواند معادله یک دایره باشد.   0

ی 
د

97 

,𝐴(4معادله دایره ای را بنویسید که نقاط    147  5/1 دو سر قطری از آن باشند.  𝐵(−2,1)و   (1−

ی 
د

97 

 درس سوم : بیضی و سهمی
,𝑃(1است . اگر نقطه   10بر با او طول قطر بزرگ بر 𝐹′(−2,0)و   𝐹(4,0)ها  در یک بیضی مختصات کانون 148 𝑚)  روی این

 را بیابید.  𝑚بیضی قرار داشته باشد ، مقدار  

 

1/25 

 

ی 
د

14
01

 

بر  𝐹رو مفروض است. اگر خطی در کانون مطابق شکل روبه ′𝐹و   𝐹های  و کانون 2𝑏، قطر کوچک  2𝑎بیضی با قطر بزرگ   149

 قطع کند، ثابت کنید :  𝐷قطر کانونی عمود باشد و بیضی را در نقطه 

𝐷𝐹 =
𝑏2

𝑎
 

 

 

1/25 

ی 
د

14
01
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 نقطه ای بیرون بیضی باشد ، ثابت کنید:  𝑀اگر  150

   ′𝐹  و 𝐹از کانون های   𝑀مجموع فواصل نقطه  

  بزرگتر از طول قطر بیضی است.

25/1 

ور 
ری

شه
14

01
 

و خروج از مرکز  16) قطر بزرگ ( برابر با    ′𝐴𝐴اگر در یک بیضی طول   151
3

4
تا نزدیکترین کانون را  𝐴باشد ، فاصله راس    

 بدست آورید. 

75/0 

ور 
ری

شه
14

01
 

 های زیر را کامل کنید. عبارت 152

 شود. اگر در بیضی خروج از مرکز به عدد صفر نزدیک شود کشیدگی بیضی کمتر شده و بیضی به ................ نزدیکتر می  

 

 

25/0 

د 
ردا

خ
14

01
 

 . سپس شکل صحیح عبارت نادرست را بنویسیددرستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  153

′𝐹𝑀̂𝐹بر بیضی مماس باشد، زاویه  𝑀در نقطه  𝑑در شکل روبرو اگر خط    = 𝛼باشد، آنگاه اندازه زاویه  50° = 𝛽 =

 است. 60°

 

5/0 

د 
ردا

خ
14

01
 

 است ؛  6و   10در یک بیضی افقی به مرکز مبدا مختصات طول قطرها برابر  154

 الف( خروج از مرکز بیضی را بیابید . 

,′𝐹)ها  ب( مختصات کانون 𝐹)   مختصات دو سر قطر بزرگ ،(𝐴′, 𝐴)  و دو سر قطر کوچک(𝐵′, 𝐵)  .را به دست آورید 

 پ( بیضی را روی محور مختصات رسم کنید . 

 

5/1 

د 
ردا

خ
14

01
 

 درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. 155

 شود. در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر صفر باشد بیضی تبدیل به یک پاره خط می 

25/0 

ی 
د

14
00

 

 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  156

 در.................. بیضی است. 𝐴از دو کانون بیضی بیشتر از طول قطر بیضی باشد ، نقطه   𝐴اگر مجموع فواصل نقطه  

25/0 

ی 
د

14
00
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𝐹𝐵𝐹اگر در بیضی طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک باشد ، اندازه زاویه   157  چند درجه است ؟ ̂′

 

  

 
 

 

 

25/1 

ی 
د

14
00

 

𝑂𝐹در بیضی روبرو :   158 = 𝑂𝐹′ = 𝑐   ,   𝑂𝐵 = 𝑂𝐵′ = 𝑏     ,    𝑂𝐴 = 𝑂𝐴′ = 𝑎 

𝑎2ثابت کنید :    = 𝑏2 + 𝑐2  

25/1 

ی 
د

14
00

 

 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  159

در حالتی که 
𝑐

𝑎
=  بیضی به یک ................. تبدیل می شود.   1

25/0 

ور 
ری

شه
14

00
 

′𝐴′𝐹     کانون های بیضی اند. ثابت کنید. ′𝐹  و 𝐹و نقاط   دو سر قطر بزرگ  ′𝐴  و 𝐴  در بیضی روبرو نقاط    160 = 𝐴𝐹 

 

  

 
 

25/1 

ور 
ری

شه
14

00
 

3√در بیضی مقابل ، طول قطر کوچک  161

2
طول قطر بزرگ است .    

 را بدست آورید.  𝐹′𝐵𝐹اندازه زاویه 

  

25/1 

ور 
ری

شه
14

00
 

 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  162

در حالتی که 
𝑐

𝑎
=  بیضی به یک ................. تبدیل می شود.   0

25/0 

د 
ردا

خ
14

00
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𝑂𝐹در شکل مقابل اگر   163 = 𝑐 , 𝑂𝐵 = 𝑏 , 𝑂𝐴 = 𝑎    باشد ثابت

𝑎2کنید:   = 𝑏2 + 𝑐2 

  

 

 

 

1 

د 
ردا

خ
14

00
 

 واحد به گونه ای قرار دارد ،   6و   10روی بیضی به اقطار   𝑀نقطه  164

   واحد است.   4که فاصله آن تا مرکز بیضی برابر 

 قائم الزاویه است.  ′𝑀𝐹𝐹الف : نشان دهید مثلث  

 را بدست آورید.   𝑀𝐹ب : طول  

  (𝐹′ , 𝐹    کانون های بیضی هستند و𝑀𝐹 < 𝑀𝐹′   ) 

5/1 

د 
ردا

خ
14

00
 

, 𝐵دو نقطه   165 𝐴   مطابق شکل روی بیضی و نقاط𝐹 و  𝐹′  کانون های بیضی اند. اگر𝐴𝐹′ = 𝐵𝐹   باشد ثابت کنید دو پاره

 موازی اند.   𝐴𝐹 و′𝐵𝐹خط 

 

1 

ی 
د

99 

را به گونه ای رسم کنید که در  𝑑مشخص شده اند. خط    ′𝐹  و 𝐹روی بیضی و کانون های   𝑀در شکل مقابل نقطه ی   166

را در نقطه ای مانند     𝑑رسم کنید تا خط   𝑀𝐹خطی موازی با   ′𝐹بر بیضی مماس باشد و سپس از نقطه ی   𝑀نقطه ی 

𝑁    :قطع کند. ثابت کنید𝑀𝐹′ = 𝑁𝐹′ 

 

1 

ور 
ری

شه
99 

از هر دو    𝐹منطبق هستند و فاصله ی  𝑥 و  𝑦مرکز بیضی مقابل بر مبدا مختصات و قطرهای آن مانند شکل بر محورهای  167

است. طول قطر کوچک بیضی را محاسبه  4برابر   𝑂  و 𝐴نقطه ی 

 کنید. 

 

25/1 

ور 
ری

شه
99 

 جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  168

 برابر فاصله ی کانونی آن باشد ، خروج از مرکز بیضی برابر ................است.اگر طول قطر بزرگ بیضی دو 

25/0 

ور 
ری

شه
99 
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را به گونه ای رسم کنید که در  𝑑مشخص شده اند. خط    ′𝐹  و 𝐹روی بیضی و کانون های   𝑀در شکل مقابل نقطه ی   169

رسم کنید   𝑀𝐹خطی موازی با   ′𝐹بر بیضی مماس باشد و سپس از نقطه ی   𝑀نقطه ی 

′𝑁𝐹قطع کند. ثابت کنید:    𝑁را در نقطه ای مانند     𝑑تا خط   = 𝑀𝐹′ 

 

 

 

25/1 

د 
ردا

خ
 خ 99

در یک بیضی خروج از مرکز برابر   170
4

5
است. طول قطر کوچک بیضی و اندازه ی کانونی آن را  20و اندازه قطر بزرگ بیضی برابر  

 بیابید. 

5/1 

د 
ردا

خ
 خ 99

 در جای خالی عبارت ریاضی مناسب قرار دهید.  171

 در صورتی که خروج از مرکز بیضی برابر..................باشد، بیضی تبدیل به یک دایره می شود. 

25/0 

د 
ردا

خ
 خ 99

 1 باشد ، خروج از مرکز بیضی را به دست آورید.  5و فاصله ی کانون تا مرکز آن برابر  24اگر در یک بیضی طول قطر کوچک  172

د 
ردا

خ
99 

 چند درجه است؟ ′𝐹𝐵𝐹برابر طول قطر کوچک است. اندازه ی زاویه ی   2√در یک بیضی مقابل طول قطر بزرگ   173

 

5/1 

د 
ردا

خ
99 

رسم کرده ایم تا دایره را در ′𝐴𝐴 عمودی بر قطر   𝐹مانند شکل مقابل ، قطر بزرگ بیضی است. و از کانون  𝐶قطر دایره ی   174

 برابر نصف اندازه ی قطر کوچک بیضی است. 𝑀𝐹قطع کند. ثابت کنید که اندازه ی   𝑀نقطه ای مانند  

 

1 

د 
ردا

خ
99 

 مشخص کنید.درستی یا نادرستی عبارت زیر را  175

 در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر یک باشد، بیضی تبدیل به یک دایره می شود.

25/0 

د 
ردا

خ
99 
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 جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  176

 در ............ بیضی است. 𝐴از دو کانون بیضی بیشتر از طول بزرگ باشد ، نقطه ی   𝐴اگر مجموع فواصل نقطه ی  

25/0 

د 
ردا

خ
99 

واحد است. در   4واحد به گونه ای قرار دارد که فاصله ی آن تا مرکز بیضی برابر 10و    6روی بیضی به اقطار  𝑀نقطه ی  177

 کانون های بیضی هستند.( 𝐹 و′𝐹  را بدست آورید. )   𝑀𝐹قائم الزاویه است . طول   ′𝑀𝐹𝐹صورتی که بدانیم مثلث  

 

5/1 

ی 
د

98 

 مشخص کنید.درستی یا نادرستی عبارت زیر را  178

 در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر یک باشد ، بیضی تبدیل به یک پاره خط می شود. 

25/0 

ی 
د

98 

 25/1 مفروض است ، خروج از مرکز بیضی را بدست آورید.  10و   6بیضی با قطرهای  179

ور 
ری

شه
98 

از    𝐴کانون های بیضی اند. ثابت کنید که مجموع فواصل نقطه ی  ′𝐹 و   𝐹داخل بیضی و نقاط   𝐴در شکل مقابل نقطه ی   180

𝐹   و 𝐹′ .کوچکتر از قطر بزرگ بیضی است 

 

25/1 

ور 
ری

شه
98 

′𝐴 𝐹کانون های بیضی اند. با توجه به شکل ، اگر   ′𝐹 و  𝐹روی یک بیضی    𝐵و   𝐴دو نقطه ی   181 = 𝐵𝐹   باشد. نشان دهید

 متساوی الساقین است. ′𝐹𝑀𝐹مثلث 

 

 

5/1 

ر 
تی

98 

,𝐴′(2و   𝐴(2,12)اگر  182 قطر بزرگ بیضی ( و خروج از مرکز بیضی برابر ′𝐴𝐴 )    دو راس بیضی (8−
3

5
باشد. فاصله ی    

 کانونی را به دست آورید. 

25/1 

ر 
تی

98 

اگر خروج از مرکز بیضی برابر  183
3

5
باشد . طول قطر بزرگ بیضی و فاصله ی کانونی آن را به دست   16و قطر کوچک بیضی   

 آورید.

5/1 

د 
ردا

خ
98 
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′𝐴 𝐹کانون های بیضی اند. اگر   ′𝐹 و   𝐹مطابق شکل ، روی بیضی و نقاط   𝐵و   𝐴دو نقطه ی   184 = 𝐵𝐹   باشد، ثابت کنید دو

 موازی اند.  ′𝐵𝐹 و 𝐴𝐹پاره خط  

 

1/25 

د 
ردا

خ
98 

 جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  185

 در حالتی که خروج از مرکز بیضی برابر صفر باشد ، بیضی تبدیل به یک .....................می شود. 

25/0 

د 
ردا

خ
98 

 را تعیین کنید.  ′𝐹𝐵𝐹در بیضی شکل مقابل طول قطر بزرگ دو برابر طول قطر کوچک باشد. اندازه ی زاویه ی  186

 

5/1 

ی 
د

97 

 درس سوم :  سهمی
𝑥مختصات کانون و معادله خط هادی آن  𝐹(−3,2)معادلۀ سهمی را بنویسید که   187 =  باشد.  1

 

 

1/25 

ی 
د

14
01

 

𝑦2مختصات نقاط برخورد سهمی  188 + 7𝑥 + 5 = 𝑥2و دایرۀ  0 + 𝑦2 =  را به دست آورید .  25

 

 

1/5 

ی 
د

14
01

 

, 𝐴(2الف : معادله سهمی را بنویسید که  189 𝑥راس آن بوده  و معادل خط هادی آن  (3 =  باشد.  3

 ب : مختصات کانون سهمی را بیابید.

 را حساب کنید. پ : مختصات نقطه برخورد سهمی با محور طول ها 

 

2 

ور 
ری

شه
14

00
 

𝑦2الف( معادله متعارف و فاصله کانونی سهمی به معادلۀ   190 − 2𝑦 − 8𝑥 + 9  را بیابید.  ∘=

 ب( مختصات رأس ، کانون و معادله خط هادی سهمی را به دست آورید. 

5/1 

د 
ردا

خ
14

01
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روی سهمی  𝑀به نقطۀ دلخواه  𝐹رسم شده است . از کانون  𝑑و خط هادی   𝐹و کانون  𝐴در شکل روبرو سهمی با رأس  191

 ایم. عمود کرده 𝑑را بر  𝑀   ،𝑀𝑇قطع کند و از نقطۀ   𝑁را در   𝑑ایم تا خط وصل کرده و امتداد داده

ثابت کنید :   
𝐹𝑁

𝐹𝐴
=

2𝑁𝑇

𝑇𝐻
 

 

25/1 

د 
ردا

خ
14

01
 

𝑦2سهمی    192 = 2𝑥 + 4𝑦   .را در نظر بگیرید 

 الف : مختصات راس ، کانون و خط هادی سهمی را به دست آورید. 

 ب : نقاط برخورد سهمی با محور های مختصات را به دست آورید. 

 

2 

ی 
د

14
00

 

𝑦2سهمی به معادله ی    193 − 2𝑦 + 8𝑥 + 9 =  را در نظر بگیرید :   0

 به دست اورید.الف : مختصات راس ، کانون و معادله خط هادی سهمی را 

 ب : نمودار سهمی را رسم کنید. 

 

2 

ور 
ری

شه
14

00
 

 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 194

 مماس اند ، یک نیم خط عمود بر خط  𝐴در نقطه ثابت   𝑑در یک سهمی مرکزهای همه دایره هایی در صفحه که بر خط 

𝑑 در نقطه 𝐴.است 

25/0 

د 
ردا

خ
14

00
 

, 𝐴(2اگر نقطه  195 𝑦راس سهمی و   (3 =  معادله خط هادی سهمی باشد.   7

 الف : معادله سهمی را بدست آورید. 

 ب: مختصات کانون سهمی را بیابید. 

25/1 

د 
ردا

خ
14

00
 

واحد مفروض است فاصله   9واحد و گودی ) عمق (  60در یک دیش مخابراتی به شکل سهموی با دهانه دایره ای به قطر  196

 کانونی این دیش را به دست آورید.

75/0 

د 
ردا

خ
14

00
 

,𝐴(1معادله سهمی را بنویسید که   197 ,𝐹(1و   (2  25/1 کانون آن باشد ، سپس معادله خط هادی آن را بیابید.    (2−

ی 
د

99 

𝑦راس و   𝐴(4,6)معادله سهمی را بنویسید که   198 =  25/1 معادله خط هادی آن باشد.  3

ور 
ری

شه
99 
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𝑦2 مختصات کانون ، مختصات راس و معادله ی خط هادی سهمی به معادله ی   199 − 6𝑦 + 16𝑥 + 25 = 0 

 را تعیین کنید.

75/1 

ور 
ری

شه
99 

 جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  200

آن صفحه و از یک ......................ثابت غیر واقع بر آن  سهمی مکان هندسی نقاطی از یک صفحه است که از یک خط ثابت در 

 خط در آن صفحه به یک فاصله باشند.

25/0 

ور 
ری

شه
99 

𝑥2سهمی    201 = 2𝑦 − 4𝑥  مفرو است . مختصات راس و کانون سهمی را یافته و مختصات نقطه ی برخورد سهمی و

 محورهای مختصات را بیابید. 

2 

د 
ردا

خ
 خ 99

𝑦2سهمی  202 = 4𝑥 − دایره ای رسم می کنیم . مختصات نقاط برخورد  3مفروض است . به مرکز کانون سهمی و به شعاع    4

 دایره و سهمی را بیابید. 

2 

د 
ردا

خ
99 

𝑥2الف : مختصات راس ، کانون و معادله ی خط هادی سهمی    203 − 4𝑦 + 8 =  را بدست آورید.  0

 ب : نمودار سهمی را با استفاده از نقاط کمکی رسم کنید. 

5/2 

د 
ردا

خ
99 

 جای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  204

 بازتاب آن از .....................خواهد گذشت.هرشعاع نوری که موازی با محور سهمی به بدنه ی سهمی بتابد ، 

25/0 

د 
ردا

خ
99 

𝑦2سهمی  205 = 4𝑥 − دایره ای رسم می کنیم . معادله ی دایره را  3مفروض است . به مرکز کانون سهمی و به شعاع    4

 بنویسید. و سپس مختصات نقاط برخورد دایره و سهمی را بیابید. 

75/1 

ی 
د

98 

𝑦راس سهمی و    𝐴(2,3)اگر نقطه ی  206 =  معادله خط هادی سهمی باشد.   7

 الف : معادله سهمی را بنویسید.

 ب: مختصات کانون سهمی را به دست آورید.

25/1 

ور 
ری

شه
98 

 جای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  207

نقطه ی ثابت غیر واقع بر آن خط در آن صفحه به  مکان هندسی نقاطی از صفحه که از یک خط ثابت در آن صفحه و از یک 

 یک فاصله باشند را ........................می نامیم. 

25/0 

ور 
ری

شه
98 

𝑦2سهمی  208 = 4𝑥 − 4𝑦   مختصات راس سهمی ، مختصات کانون سهمی و معادله خط هادی را بنویسید و    .مفروض است

 سپس نمودار سهمی را رسم کنید.

2 

ر 
تی

98 

𝑦2سهمی  209 − 2𝑦 + 8𝑥 + 9 =  .مفروض است   0

 الف : مختصات راس ، مختصات کانون و معادله خط هادی را به دست آورید. 

 ب : نمودار سهمی را رسم کنید. 

 

2 

د 
ردا

خ
98 
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,𝐹(1معادله سهمی را بنویسید که   210  25/1 راس آن باشد. سپس خط هادی آن را بنویسید.   𝑆(1,2)کانون و   (2−

ی 
د

97 

 سوم : بردارها  فصل 
 

 𝑅3فی فضای  ردرس اول : مع
𝐴ها در نقطه به مختصات   𝑧ای که بر محور الف( معادلۀ صفحه 211 =  عمود باشد ، به صورت ..................... است .  (0,0,3)

2−ب( شکل کلی ) نمودار ( مربوط به روابط  < 𝑦 ≤ 𝑦و   1− < −𝑥2 +  را در فضای دو بعدی رسم کنید .  1

1/25 

ی 
د

14
01

 

}الف : در فضای سه بعدی ، نمودار مربوط به معادلات    212
𝑥 = 0
𝑧 =  ت. ، معادله محور ......................... اس  0

𝑏⃗⃗عدد حقیقی و  𝑟دو بردار دلخواه ،     𝑏⃗⃗و    𝑎⃗ب : اگر بردار   = 𝑟𝑎⃗     آنگاه|𝑏⃗⃗| = |𝑟||𝑎⃗|  نادرست (  –. ) درست 

𝑦پ : شکل کلی ) نمودار ( مربوط به رابطه   = 𝑥2 , −1 < 𝑥 ≤  را در فضای دو بعدی  رسم کنید.  2

𝑏⃗⃗ت : طول بردار    = (0 , −3 ,  را به دست آورید.   (4

 

75/1 

ور 
ری

شه
14

01
 

𝑥2شکل کلی ) نمودار( مربوط به رابطۀ  213 ≤ 𝑦 ≤  5/0 را رسم کنید .  2

د 
ردا

خ
14

01
 

 با توجه به شکل ، به سؤالات زیر پاسخ دهید.  214

الف( نام وجه از شکل که معادلۀ آن به صورت زیر مشخص شده را 

 بنویسید .

 ∘≤ 𝑧 ≤ ≥∘و   3 𝑦 ≤ 𝑥و   4 = 2 

 را بنویسید. 𝐴𝐷خط )یال( ب( معادلات مربوط به پاره

 را بنویسید. 𝐷پ( مختصات نقطۀ 

باشد و   𝑥𝑜𝑧ای را بنویسید که موازی با صفحه ت( معادله صفحه

 مکعب مستطیل را نصف کند . 

 

5/1 

د 
ردا

خ
14

01
 

 درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. 215

, 2−)نقطه با مختصات   3 ,  محورهای مختصات سه بعدی واقع است.  5در ناحیه ) کنج ( شماره  (4−

25/0 

ی 
د

14
00
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مفروض است  4و ارتفاع  -3با عرض  𝑦𝑜𝑧در صفحه   𝐵و نقطه   2ها به طول 𝑥روی محور  𝐴الف : در فضای سه بعدی نقطه  216

 تا مبدا مختصات را بدست آورید.  𝐴𝐵. فاصله وسط پاره خط  

متر باشد طول قطر اتاق که دو نقطه مقابل را به هم وصل کند را به   3متر و  5متر و  4ب : اگر طول و عرض و ارتفاع اتاقی 

 دست آورید. 

 

2 

ی 
د

14
00

 

 مناسب پر کنید. جاهای خالی را با عبارات  217

𝑎⃗بردار  = 2𝑗 − 𝑘⃗⃗  (.در فضا سه بعدی بر صفحه مختصات ................... منطبق است𝑥𝑜𝑧 , 𝑦𝑜𝑧 , 𝑥𝑜𝑦  ) 

25/0 

ور 
ری

شه
14

00
 

 در فضای سه بعدی مفروض اند.  3و ارتفاع  1به طول  𝑥𝑜𝑧روی صفحه   𝐵ها و نقطه 𝑥روی محور  2به طول  𝐴نقطه  218

 را مشخص کنید. 𝐴 و  𝐵الف : مختصات نقاط  

 را محاسبه کنید. 𝐴𝐵ب : طول پاره خط  

 را بدست آورید.  𝐴𝐵پ : مختصات وسط پاره خط  

 

2 

ور 
ری

شه
14

00
 

 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  219

−و 2 و 3−)، نقطه  𝑅3در فضای    در ناحیه ) کنج ( .................... دستگاه مختصات قرار دارد.  (5

25/0 

د 
ردا

خ
14

00
 

 به سوالات زیر پاسخ دهید.  220

𝑦الف : اگر   = 𝑏   معادله صفحه ای در فضای𝑅3  باشد که از نقطه𝐴 = (2 , −3 , چقدر      𝑏بگذرد ، مقدار عددی   (4

 است ؟

}ب : معادلات  
𝑥 = 0
𝑦 =  است ؟ 𝑅3مربوط به کدام محور در دستگاه مختصات   0

𝐵و نقطه  𝑦𝑜𝑧روی صفحه  3و ارتفاع  2به عرض  𝐴، نقطه   𝑅3پ : در فضای   = (−4 , 6 , مفروض اند مختصات   (3−

 را بیابید.  𝐴𝐵وسط 

 

5/1 

د 
ردا

خ
14

00
 

𝐴نقاط   221 = (1 , 2 , 𝐵و    (1 = (2 , 2 , 𝐶و   (1 = (3 , 2 , ها روی خط   نقطه را در فضا در نظر می گیریم ، کدام   (1−

{
𝑦 = 2
𝑧 =  قرار دارند؟ چرا؟   1

1 

ی 
د

99 

𝑎⃗دو بردار   222 = (1 , 2 , 𝑏⃗⃗و     (1− = (0 , 2 ,  را در نظر بگیرید.   (1−

 واقع است ؟ ) شماره ناحیه ذکر شود( 𝑅3در کدام ناحیه از فضای      𝑎⃗الف : بردار 

2𝑎⃗ب: طول بردار  − 𝑏⃗⃗   .را به دست آورید 

5/1 

ی 
د

99 

}الف : نمودار مربوط به معادلات   223
𝑥 = 0
𝑧 = 𝑥چه شکلی است ؟ و چه ارتباطی با نمودار  𝑅3در فضای    0 =  دارد؟  0

𝑎⃗ب : اگر   = (2 , −1 , 𝑏⃗⃗و   (3 = 𝑖 + 2𝑗   باشد . اندازه ی بردار𝑎⃗ + 2𝑏⃗⃗   .را بدست آورید 

2 

ور 
ری

شه
99 
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𝑎⃗اگر   224 = ( √8 , 𝑏⃗⃗و   (4, 2 = −6𝑗 + 8𝑗    و𝑟 = −
1

2
 

 را مشخص کنید.   𝑟𝑏⃗⃗الف : طول بردار 

𝑟𝑎⃗ب : بردار   + 𝑏⃗⃗   .را بیابید 

1/5 

د 
ردا

خ
 خ 99

 در جای خالی عبارت ریاضی مناسب قرار دهید.  225

 ، .................باشند ، آنگاه یکی از آنها مضرب دیگری است.    𝑏⃗⃗و    𝑎⃗اگر دو بردار مانند  

25/0 

د 
ردا

خ
 خ 99

}نمودار مربوط به معادلات   226
𝑦 = 0
𝑧 = 𝑦چه شکلی است ؟ و چه ارتباطی با نمودار معادله ی    0 =  دارد؟چرا؟ 0

 

1 

د 
ردا

خ
 خ 99

 را معلوم کنید. درستی یا نادرستی گزاره ی زیر  227

, 0 )نقطه ی  −1 ,  قرار دارد. 𝑦𝑜𝑧روی صفحه ی  (2−

25/0 

د 
ردا

خ
 خ 99

𝑥)وجه های مکعب مستطیل مشخص شده در شکل مقابل ، قسمت هایی از صفحات به معادلات   228 = 0 , 𝑥 = و   (2

(𝑦 = 0 , 𝑦 = 𝑧)و   (4 = 0 , 𝑧 =  هستند.  (3

 را مشخص کنید.  𝐴الف : مختصات نقطه ی  

 را بنویسید. 𝐶𝐷𝐹𝐺و وجه  𝐴𝐷ب : معادلات مربوط به یال  

5/1 

ی 
د

98 

𝐴نقاط   229 = (3 , 1 , 𝐵و    (2 = (3 , − 2 ,  مفروض اند.   𝑅3در   (2

 را بدست آورید.  𝐴𝐵الف : طول پاره خط  

 را بنویسید. 𝐴𝐵ب : معادلات مربوط به پاره خط  

25/1 

ور 
ری

شه
98 

𝐴نقاط   230 = (2 , 1 , 𝐵و    (3 = (−1 ,1 ,  5/0 را بنویسید. 𝐴𝐵مفروض اند. معادلات مربوط به پاره خط   𝑅3در   (3

ر 
تی

98 

𝑏⃗⃗اگر  231 = (0 , 1 , 𝑎⃗و   (1− = 2𝑗 − 3𝑘⃗⃗   باشد . اندازه ی بردار𝑐 = 2𝑏⃗⃗ − 𝑎⃗   .0/75 را بدست آورید 

ر 
تی

98 
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 به سئوالات زیر پاسخ دهید.  232

𝐴الف : معادله ی خطی را بنویسید که از نقطه ی  = (2 , 3 ,  موازی باشد.   𝑥𝑜𝑦بگذرد و با صفحه ای  (4

}ب : معادلات  
𝑥 = 0
𝑧 =  مربوط به کدام محور است؟   0

𝐵روی محور طول ها و نقطه ی  2به طول  𝐴، نقطه ی   𝑅3پ : در فضای   = (−4 ,6 , مفروض اند. مختصات نقطه   (3−

 را بیابید.  𝐴𝐵ی وسط 

 

5/1 

د 
ردا

خ
98 

 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 233

𝐴نقطه ی  = (2 , −3 ,  قرار دارد. 𝑥𝑜𝑦روی صفحه ی  (0

25/0 

د 
ردا

خ
98 

𝑏⃗⃗اگر  234 = (1 , 2 , 𝑎⃗و   (1 = 2𝑖 − 𝑘⃗⃗  باشد . طول بردار𝑎⃗ − 2𝑏⃗⃗     .1 را بدست آورید 

د 
ردا

خ
98 

𝑎⃗اگر  235 = 3𝑖 − 2𝑗 − 𝑘⃗⃗    و𝑏⃗⃗ = (3 , 1 , 𝑟و   (1− = 𝑟𝑏⃗⃗ باشد، بردار   2 − 𝑎⃗ .1 را بدست آورید 

ی 
د

97 

 درس دوم :  ضرب داخلی و ضرب خارجی بردارها
𝑎⃗اگر زاویه بین دو بردار  236 = (2, −1, 𝑛)   و𝑏⃗⃗ = (1,0,  1/5 رابیابید .  𝑛درجه باشد ، مقدار   135برابر با   (1−

ی 
د

14
01

 

 1/25 شود . می 𝑎⃗، برابر خود   𝑏⃗⃗بر امتداد   𝑎⃗در یک راستا باشند ، آنگاه تصویر قائم   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗ثابت کنید اگر دو بردار  237

ی 
د

14
01

 

𝑎⃗سه بردار  238 = 2𝑖 + 3𝑗 − 𝑘⃗⃗   و𝑏⃗⃗ = 𝑖 + 𝑘⃗⃗   و𝑐 =  را در نظر بگیرید :  (0,2,1)

2𝑏⃗⃗الف( طول بردار   − 𝑐  . را به دست آورید 

𝑏⃗⃗و   𝑎⃗ب( مساحت متوازی الاضلاع که روی دو بردار   + 𝑐 شود را به دست آورید . ایجاد می 

 

2 

ی 
د

14
01

 

𝑏⃗⃗را چنان بیابید که دو بردار   𝑚مقدار  239 = (𝑚 + 1 , 3 , 𝑎⃗  و ( 2 = (2,𝑚 ,  1 بر هم عمود باشند .    ( 1−

ور 
ری

شه
14

01
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|𝑎⃗|اگر  240 = |𝑏⃗⃗|و   3 = تولید می شود    𝑎⃗ و 𝑏⃗⃗باشد ، مساحت مثلثی که توسط دو بردار  10و حاصلضرب داخلی دو بردار  5

 چقدر است ؟

2 

ور 
ری

شه
14

01
 

𝑐حجم متوازی السطوحی را به دست آورید که توسط سه بردار  241 = (2 , −3 , 𝑏⃗⃗ و( 0 = (0,2 , 𝑎⃗ و (2 = (1 , 0 , −1) 

 تولید می شود . 

25/1 

ور 
ری

شه
14

01
 

 های زیر را کامل کنید. عبارت 242

 برابر ............... است. السطوح بنا شده توسط سه بردار در یک صفحه باشند آنگاه حجم متوازی 𝑐و   𝑎⃗   ،𝑏⃗⃗اگر سه بردار  

25/0 

د 
ردا

خ
14

01
 

 . سپس شکل صحیح عبارت نادرست را بنویسیددرستی و نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید.  243

𝑖ضرب خارجی حاصل 𝑗و   𝑖برای دو بردار واحد   × 𝑗  است ⃗∘=

5/0 

د 
ردا

خ
14

01
 

𝑎⃗سه بردار  244 = 2𝑖 + 3𝑗 − 𝑘⃗⃗   و𝑏⃗⃗ = 𝑖 + 𝑘⃗⃗   و𝑐 = (∘  در نظر بگیرید  (2,1,

cosباشد   𝜃برابر با  𝑏⃗⃗و   𝑎⃗الف( زاویه بین دو بردار  𝜃  . را بیابید 

𝑏⃗⃗بر  𝑎⃗ب( تصویر قائم بردار   − 𝑐  . را بدست آورید 

75/1 

د 
ردا

خ
14

01
 

|𝑎⃗|اند به طوری که مفروض 𝑏⃗⃗و   𝑎⃗دو بردار   245 = |𝑏⃗⃗|و   6 = 2𝑎⃗|درجه است مقدار عبارت   30و زاویه بین آنها  4 × 𝑏⃗⃗|  را

 محاسبه کنید . 

1 

د 
ردا

خ
14

01
 

𝐴اگر  246 = (2, 𝐵و   (1,3− = 𝐶و   (3,1,4) = را با   𝐴𝐵𝐶باشند ، مساحت مثلث   𝐴𝐵𝐶سه رأس مثلث  (∘,1,1−)

 استفاده از ضرب خارجی بردارها به دست آورید. 

5/1 

د 
ردا

خ
14

01
 

.𝑎⃗بر هم عمودند اگر و فقط اگر   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗ثابت کنید دو بردار  𝑏⃗⃗و   𝑎⃗برای دو بردار غیرصفر  247 𝑏⃗⃗ =∘  . 1 

د 
ردا

خ
14

01
 

 جاهای خالی را با عبارات مناسب پر کنید.  248

.𝑎⃗داشته باشیم :    𝑏⃗⃗و   𝑎⃗اگر برای دو بردار  𝑏⃗⃗ = |𝑎⃗||𝑏⃗⃗|     در این صورت زاویه بین دو بردار𝑎⃗     و𝑏⃗⃗  . برابر ..................است 

0/25 

ی 
د

14
00

 

𝑎⃗بردارهای  249 = (2 , −1 , 𝑏⃗⃗و     (2 = (1 , −1 ,  را در نظر بگیرید.   (0

 را به دست آورید.   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗الف : زاویه بین دو بردار  

 پیدا کنید.   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗ب: برداری عمود بر دو بردار 

2 

ی 
د

14
00
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|𝑎⃗|  مفروض اند به طوری که  𝑏⃗⃗و   𝑎⃗بردارهای  250 = |𝑏⃗⃗| و    3 = 𝑎⃗|و   26 × 𝑏⃗⃗| = اگر زاویه بین بردارها کمتر از      72

.𝑎⃗باشد مقدار قائمه  𝑏⃗⃗   .را به دست آورید 

5/1 

ی 
د

14
00

 

 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 251

𝑖، داریم :   𝑅3به طول های واحد روی محورهای مختصات در  𝑘⃗⃗و    𝑗و    𝑖برای سه بردار   × 𝑗 =  𝑘⃗⃗  

25/0 

ور 
ری

شه
14

00
 

𝑎⃗تصویر قائم بردار  252 = (2 , −1 , 𝑏⃗⃗را بر امتداد بردار   (2 = (1 ,  25/1 بیابید.   (0, 1−

ور 
ری

شه
14

00
 

|𝑎⃗|  به طول های  𝑏⃗⃗و   𝑎⃗بردارهای  253 = |𝑏⃗⃗| و    3 = 𝑎⃗|و اندازه ضرب خارجی   26 × 𝑏⃗⃗| = مفروض اند.اگر زاویه بین    72

 باشد مقدار ضرب داخلی دو بردار را به دست آورید.  °90کمتر از     𝑏⃗⃗و   𝑎⃗دو بردار    

25/1 

ور 
ری

شه
14

00
 

𝑎⃗را طوری تعیین که سه بردار  𝑚مقدار  254 = (2 , 𝑏⃗⃗و   (3, 1− = ( 0 , 𝑚 , 𝑐     و (1− = (1 , در یک صفحه   (3, 2−

 باشند. 

1 

ور 
ری

شه
14

00
 

 درستی یا نادرستی عبارات زیر را مشخص کنید. 255

 اگر زاویه بین دو بردار مخالف صفر ، منفرجه باشد ، آنگاه ضرب داخلی آنها یک عدد حقیقی مثبت است.

25/0 

د 
ردا

خ
14

00
 

𝑎⃗اگر  256 = (1 , 𝑏⃗⃗و   (4, 3 − = (3 , 𝑐و    (2, 4− = (−1 , 𝑏⃗⃗بر امتداد      𝑎⃗باشند تصویر قائم بردار  (4, 1 + 𝑐    را

 بدست آورید. 

5/1 

د 
ردا

خ
14

00
 

𝑎⃗  با این ویژگی که   3و 2و  1بردارهایی باشند به ترتیب با طول های    𝑐و   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗اگر   257 + 𝑏⃗⃗ + 𝑐 = 𝑜⃗     مقدار عددی ،

𝑎⃗ . 𝑏⃗⃗ + 𝑏⃗⃗ . 𝑐 + 𝑐 . 𝑎⃗   .را به دست آورید 

 

25/1 

د 
ردا

خ
14

00
 

𝑎⃗با هم موازی هستند ، اگر و فقط اگر    𝑏⃗⃗و   𝑎⃗ثابت کنید: دوبردار غیر صفر  258  ×  𝑏⃗⃗ = 𝑂⃗⃗   . 25/1 

د 
ردا

خ
14

00
 

𝑎⃗سه بردار  259 = (2 , 𝑏⃗⃗و   (1, 3 = (−1 , 𝑐و    (0, 1 = (2 , 1 ,  مفرو اند.  (2−

 به دست آورید.   𝑐و   2𝑏⃗⃗−الف: بردار ی عمود بر دو بردار 

 تولید می شود را به دست آورید.   𝑐و   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗ب : حجم متوازی السطوحی که توسط سه بردار  

2 

د 
ردا

خ
14

00
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.𝑎⃗ثابت کنید: اگر    𝑏⃗⃗و   𝑎⃗برای هردو بردار غیر صفر  260 𝑏⃗⃗ =  1 برهم عمودند.   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗باشد آنگاه   0

ی 
د

99 

𝑎⃗بردارهای  261 = (2 , −1 , 𝑏⃗⃗و     (2 = (1 , −1 ,  1 بیابید.    𝑏⃗⃗را بر امتداد بردار  𝑎⃗را در نظر بگیرید. تصویر قائم بردار   (0

ی 
د

99 

𝑎⃗مساحت متوازی الاضلاعی را بدست آورید که توسط دو بردار  262 = (3 , 2 , 𝑏⃗⃗و     (1 = (2 ,  1 به وجود می آید.    (1, 0

ی 
د

99 

𝑎⃗بردارهای  263 = (2 , −1 , 𝑏⃗⃗و     (2 = (1 , −1 ,  را در نظر بگیرید.   (0

 را به دست آورید.   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗الف : زاویه بین دو بردار  

 پیدا کنید.   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗ب: برداری عمود بر دو بردار 

2 

ور 
ری

شه
99 

𝑎⃗زاویه بین دو بردار  264 = (0 , −1 , 𝑏⃗⃗و     (1− = (2 , −1 ,  25/1 را بدست آورید.  (2−

د 
ردا

خ
 خ 99

 معلوم کنید. درستی یا نادرستی گزاره زیر را  265

. 𝑎⃗|، نامساوی      𝑏⃗⃗و   𝑎⃗برای هردو بردار  𝑏⃗⃗| ≥ |𝑎⃗|| 𝑏⃗⃗|  .برقرار است 

25/0 

د 
ردا

خ
 خ 99

𝑎⃗بردار  با هم موازی هستند، اگر و فقط اگر   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗ثابت کنید دو بردار  266 × 𝑏⃗⃗  = 𝑜⃗         1/25 

د 
ردا

خ
 خ 99

𝑎⃗بردارهای  267 = (−4 , 3 , 𝑏⃗⃗و     (5− = (1 , −1 ,  را در نظر بگیرید.   (1

 را بدست آورید.  𝑏⃗⃗برامتداد    𝑎⃗الف : تصویر قائم  

 پیدا کنید.   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗برداری عمود بر دو بردار  ب : 

 را بیابید.   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗ج : مساحت مثلث پدید آمده توسط بردارهای  

 

25/2 

د 
ردا

خ
 خ 99

𝑎⃗بردارهای  268 = (−2 , 0 , 𝑏⃗⃗و   (2 = 2𝑗 − 2𝑘⃗⃗   .را در نظر بگیرید 

 را به دست آورید.   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗زاویه بین دو بردار  الف : 

𝑎⃗ب : تصویر قائم   + 𝑏⃗⃗    برامتداد𝑏⃗⃗   .را بدست آورید 

2 

د 
ردا

خ
99 

𝑎⃗دو بردار   269 = (3 , −2 , 𝑏⃗⃗و   (1 = −2𝑖 +  𝑗 − 𝑘⃗⃗   .را در نظر بگیرید 

 واقع است؟ ) شماره ناحیه ذکر شود.( 𝑅3در کدام از فضای   𝑎⃗الف : بردار 

𝑎⃗ب : طول بردار  + 2 𝑏⃗⃗  را حساب کنید.   ⃗

 پیدا کنید.   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗پ : برداری عمود بر دو بردار  

2 

د 
ردا

خ
99 
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𝑎⃗اگر   بردار   270 = ( 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3)   :باشد ، ثابت کنید𝑎⃗. 𝑎⃗ = |𝑎⃗ |2   1 

ی 
د

98 

 درستی یا نادرستی عبارت زیر ا مشخص کنید. 271

. 𝑎⃗|داشته باشیم :    𝑏⃗⃗و   𝑎⃗اگر برای دو بردار غیر صفر  𝑏⃗⃗| = |𝑎⃗| × | 𝑏⃗⃗|  در این صورت𝜃 =
𝜋

2
است.                           

  (𝜃   زاویه بین دو بردار𝑎⃗   و𝑏⃗⃗   ). است 

25/0 

ی 
د

98 

𝑎⃗بردارهای  272 = (1 , 2 , 𝑏⃗⃗و     (3 = (−2 ,  مفروض اند:   (2, 0

 را بدست آورید.   𝑏⃗⃗برامتداد بردار    𝑎⃗الف : تصویر قائم بردار  

2𝑎⃗ب : طول بردار  −  𝑏⃗⃗⃗   .را حساب کنید 

1/5 

ی 
د

98 

 جای خالی را با عبارت مناسب پرکنید. 273

.𝑘⃗⃗باشند حاصل   𝑅3بردارهای واحد در     𝑖و     𝑗و    𝑘⃗⃗اگر  (𝑖  × 𝑗 )   . ................... برابر است با 

25/0 

ی 
د

98 

𝐴اگر  274 = (−1 , 2 , 𝐵و    (0 = ( 1 ,0 , 𝐶و   (1− = (0 , −1, باشند ، مساحت این مثلث را   𝐴𝐵𝐶سه راس مثلث  (1

 با استفاده از ضرب خارجی بردارها به دست آورید. 

5/1 

ی 
د

98 

 جای خالی را با عدد مناسب کامل کنید.  275

. 𝑎⃗داشته باشیم :    𝑏⃗⃗و   𝑎⃗اگر برای هردو بردار  𝑏⃗⃗ = |𝑎⃗| × | 𝑏⃗⃗|   در این صورت زاویه ی بین دو بردار𝑎⃗   و𝑏⃗⃗    

 برابر .....................است . 

25/0 

ور 
ری

شه
98 

 25/1 می شود.      𝑎⃗،  برابر خود     𝑏⃗⃗  بر امتداد   𝑎⃗در یک راستا باشند ، آنگاه تصویر قائم    𝑏⃗⃗و   𝑎⃗ثابت کنید که اگر دو بردار   276

ور 
ری

شه
98 

 درستی یا نادرستی عبارت زیر را مشخص کنید. 277

𝑎⃗داریم :   𝑅3در     𝑎⃗برای بردار غیر صفر   × 𝑎⃗ = 𝑂⃗⃗        

0/25 

ور 
ری

شه
98 

.𝑖باشند حاصل   𝑅3بردارهای واحد در     𝑖و     𝑗و    𝑘⃗⃗اگر  278 (𝑗  × 𝑘⃗⃗ )   .1 را به دست آورید 

ور 
ری

شه
98 

. 𝑎⃗|ثابت کنید :    𝑏⃗⃗و   𝑎⃗برای هردو بردار    279 𝑏⃗⃗| ≤ |𝑎⃗| × | 𝑏⃗⃗| 1 

ر 
تی

98 

𝑎⃗را طوری تعیین کنید که زاویه ی بین دو بردار  𝑚مقدار  280 = (𝑚 , −1 , 𝑏⃗⃗و     (2 = (1 ,  5/1 درجه باشد.  45برابر   (0, 1−

ر 
تی

98 



   

www.math-pilevar.ir 

(میکائیل صدقی -) رقیه پیله ور   –   رشته ریاضی و فیزیک      -     3هندسه  سوالات موضوعی نهایی  ه دور 14   

34 

𝑎⃗تصویر قائم بردار  281 = (5 , −1 , 𝑏⃗⃗را بر امتداد بردار   (2 = (1 ,  1 بیابید.   (0, 1−

ر 
تی

98 

|𝑎⃗|مفروض اند . اگر   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗بردارهای  282 = |𝑏⃗⃗ |و   3 = 𝑎⃗|و   8 ×  𝑏⃗⃗| = . 𝑎⃗باشد ، مقدار  12 𝑏⃗⃗  .25/1 را محاسبه کنید 

ر 
تی

98 

𝑐حجم متوازی السطوحی را محاسبه کنید که توسط بردارهای   283 = (3 , 𝑏⃗⃗و    (1, 2 = (1 , 𝑎⃗و          (2, 0 = (2 , 1 ,0)   

 تولید می شود. 

1 

ر 
تی

98 

𝑎⃗سه بردار  284 = (2 , 𝑏⃗⃗و   (1, 3 = (−1 , 𝑐و    (0, 1 = (2 , 1 ,  مفرو اند.  (2−

𝑎⃗الف: بردار ی عمود بر دو بردار  +  𝑏⃗⃗   و𝑐   .به دست آورید 

 تولید می شود را به دست آورید.   𝑐و   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗ب : حجم متوازی السطوحی که توسط سه بردار  

2 

ر 
تی

98 

 جای خالی را با عبارت مناسب پر کنید.  285

 که بر هم عمود هستند، برابر ....................است. 𝑏⃗⃗و   𝑎⃗حاصل ضرب داخلی دو بردار غیر صفر 

25/0 

د 
ردا

خ
98 

𝑎⃗بردارهای  286 = −و 1) 𝑏⃗⃗و   (2, 3 = (−2 , 1 ,  را در نظر بگیرید    (5−

 به دست آورید.   𝑏⃗⃗را بر امتداد بردار  𝑎⃗الف :  تصویر قائم بردار 

 برداری عمود بر این دو بردار بنویسید.ب: 

75/1 

د 
ردا

خ
98 

 ثابت کنید:  287

𝑎⃗که بر هم عمود هستند ، اگر و فقط اگر   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗دو بردار غیر صفر  × 𝑏⃗⃗ = 𝑂⃗⃗        

1 

د 
ردا

خ
98 

𝑎⃗را طوری تعیین که سه بردار  𝑚مقدار  288 = 𝑏⃗⃗و   (𝑚 ,−11و 1) = ( 2 , 3 , 𝑐    و  (1− = (1 , در یک    (3, 1−

 صفحه باشند.

1 

د 
ردا

خ
98 

.𝑎⃗  12و  6و  4به ترتیب  𝑏⃗⃗و   𝑎⃗اگر طول بردارهای  289 𝑏⃗⃗  𝑏⃗⃗و   𝑎⃗باشد . مساحت مثلث بنا شده توسط دو بردار   =

 را به دست آورید. 

25/1 

د 
ردا

خ
98 

.𝑎⃗ بر هم عمودند اگرو فقط اگر  𝑏⃗⃗و   𝑎⃗، ثابت کنید   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗برای دو بردار غیر صفر  290 𝑏⃗⃗ = 0 1 

ی 
د

97 

𝑐اگر  291 = (−1 , 𝑏⃗⃗و    (4, 1 = (3 , 𝑎⃗و     (2, 4− = (−1 ,  بر امتداد  𝑎⃗باشند ، آنگاه تصویر قائم   (0, 3−

𝑏⃗⃗ + 𝑐         .را به دست آورید 

1 

ی 
د

97 
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|𝑎⃗|  مفروض اند. اگر   𝑏⃗⃗و   𝑎⃗بردارهای  292 = |𝑏⃗⃗| و   3 = 𝑎⃗|و  26 × 𝑏⃗⃗| = .𝑎⃗ باشد ، مقدار       72 𝑏⃗⃗.5/1 را محاسبه کنید 

ی 
د

97 

𝑎⃗مساحت متوازی الاضلاعی که توسط بردارهای   293 = 𝑏⃗⃗و   (1, 0, 1 ) = (0 ,  1 تولید می شود را به دست آورید.   (1, 1

ی 
د

97 
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 فصل اول : ماتریس و کاربردها 

 

 درس اول : ماتریس و اعمال روی ماتریس ها

 بارم پاسخ  ردیف

 12الف( ص  1

𝑚 − 2 = 0       ⇒       𝑚 = 2             𝑛 = 𝑚 = 2 
 21ب( ص 

𝐵 = [
2 0 1
1 3 1
1 1 4

] 

 20و  19پ( ص 

(𝐵2 + 2𝐼) = [
5 1 6
6 10 8
7 7 18

] + 2 [
1 0 0
0 1 0
0 0 1

] = [
7 1 6
6 12 8
7 7 20

] 

2/25 

2𝑥                 الف :  2 − 1 = 5     ⇒ 𝑥 = 3 

}                              ب : 
𝑚 + 1 = 0
2𝑛 + 4 = 0 

    ⇒    {
𝑚 = −1
𝑛 = −2          𝐴 + 𝐼 = [

2 0
0 5] + [

1 0
0 1] = [

3 0
0 6] 

2 

3 
𝐵2 = 𝐵 × 𝐵 = [

1 4 6
−3 7 6
−2 2 7

]    ∶ 𝐴                           ب = [
1 −1 −3
4 2 0
7 5 3

]      ∶  الف 
1 

4 (𝐴 − 𝐵)2 = (𝐴 − 𝐵)(𝐴 − 𝐵) = 𝐴2 − 𝐴𝐵 − 𝐵𝐴 + 𝐵2    𝐴𝐵=𝐵𝐴    →        𝐴2 − 2𝐴𝐵 + 𝐵2 1 

 0/25 (             12الف( دو ) ص 5

6 𝐴 × 𝐵 = [
4+ 3𝑎 −8+ 2𝑎
𝑏 − 3 −2𝑏 − 2

]     ⇒    {
2𝑎 − 8 =∘       ⇒       𝑎 = 4
𝑏 − 3 =∘         ⇒        𝑏 = (21)ص                           3  

 

1 

 (   28و  21)ص  7

𝐴   )الف = [
2 ∘ ∘
1 4 ∘
1 2 6

|𝐵|   )ب                                        [ = 39 

 

1/25 

 25/0 ماتریس  8
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9 𝐴 = 𝐵   ⟶     [
2𝑥 5
𝑧 1] = [

3 2𝑥 + 𝑦
−2 1

] 

⟶ {
2𝑥 = 3

2𝑥 + 𝑦 = 5
𝑧 = −2

        ⟶    {
𝑥 =

3
2

𝑦 = 2
      ⟶       𝑥 + 2𝑦 + 3𝑧 =

−1
2

 

1/25 

 25/0 قطری 10

 25/0 نادرست   11

12 𝐴 × 𝐵 = [
4 𝑎
𝑏 −1] [

1 −2
3 2 ] = [

4 + 3𝑎 −8+ 2𝑎
𝑏 − 3 −2𝑏 − 2

]    ⇒  {
−8𝑎 + 2𝑎 = 0   ⇒ 𝑎 = 4 
𝑏 − 3 = 0   ⇒    𝑏 = 3

 5/1 

 درست  13

 

25/0 

14 {
𝑚 − 2 = 0   ⇒ 𝑚 = 2
𝑛 + 1 = 0   ⇒    𝑛 = −1 

 

𝐴𝐵 = [
2 0 0
0 3 0
0 0 3

] [
2 1 1
2 0 −1
3 −1 2

] = [
4 2 2
6 0 −3
9 −3 6

] 

1 

 25/0 ندارد 15

 25/0 نادرست 16

17 𝑎33 = 2   , 𝑎31 = 3+ 1 = 4       ,    𝑎12 = 1− 2 = −1 75/0 

18 [2x     4x − 2] = [4     𝑦 − 2]     ⇒  {
2𝑥 = 4                 ⇒   𝑥 = 2 
4𝑥 − 2 = 𝑦 − 2      ⇒ 𝑦 = 8 1 

19 𝐴 × 𝐵 = [
4+ 3𝑎 −8+ 2𝑎
𝑏 − 3 −2𝑏 − 2

]  ⇒  {
2𝑎 − 8 = 0   ⇒ 2𝑎 = 8   ⇒ 𝑎 = 4
𝑏 − 3 = 0      ⇒        𝑏 = 3             

1 

20 𝑚 = 1 25/0 

21 
{
𝑥 − 1 = 𝑦 + 1
𝑥 − 2 = 8       
𝑧 + 1 = 4       

      ⇒ 𝑥 = 10   , 𝑦 = 8  ,   𝑧 = 3   ⇒ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 21 
5/1 

22 [𝑥   3] × [
1 .
−1 4] [

3
−1] = 0   ⇒  [𝑥 − 3 12] [

3
−1] = 0   ⇒ 3𝑥 − 21 = 0   ⇒ 𝑥 = 7 25/1 

23 𝐴 × 𝐵 = [
4 2
b −1] [

2 −1
2 𝑎

] = [
12 −4+ 2𝑎

2b − 2 −𝑏 − 𝑎
]   ⇒  {

−4+ 2𝑎 = 0   ⇒ 2𝑎 = 4    ⇒   𝑎 = 2
2𝑏 − 2 = 0   ⇒    2𝑏 = 2    ⇒ 𝑏 = 1

        25/1 

 25/0 نادرست 24
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 25/0 سطری   25

 25/0 اسکالر 26

 25/0 نادرست 27

28 𝐴7 = [
0 2
−1 0] × [

0 2
−1 0] = [

−2 0
0 −2] = −2 [

1 0
0 1] = −2𝐼 

𝐴7 = (𝐴2)3. 𝐴 = (−2𝐼)3. 𝐴 = −8𝐼3𝐴 = −8𝐴 = −8 [
0 2
−1 0] 

25/1 

29 
A2 = 𝐵     ⇒   [

5 2 2
2 2 −1
2 −1 5

] = [
a + b 2 2

2 2 −1
2 −1 4a+ b

]       ⇒  {
𝑎 + 𝑏 = 5
4𝑎 + 𝑏 = 5

    ⇒ 𝑎 = 0  , 𝑏 = 5   
25/1 

30 6 

 

25/0 

 درست  31

 

25/0 

32 

𝐴 = 𝐵   ⇒

{
 
 

 
 2𝑥 = 3     ⇒ 𝑥 =

3
2
                                                                                

2𝑥 + 𝑦 = 5    ⇒     𝑦 = 2   ⇒ 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 =
3
2
+ 2+ (−2) =

3
2

𝑧 = −2                                                                                                  

  

25/1 

33 𝑎12 = 1− 2(2) = −3      ,    𝑎22 = −2+ 2 = 0     ,       𝑎32 = −3+ 2 = −1 

𝑎12 + 𝑎22 + 𝑎32 = −3+ 0+ (−1) = −4 

 

1 

 25/0 نادرست 34

35 [3𝑥 − 6   −6𝑥 + 12] [
−1
1 ] = 0   ⇒  −3𝑥 + 6 − 6𝑥 + 12 = 0   ⇒  −9𝑥 + 18 = 0   ⇒    𝑥 = 2 25/1 

 ندارد. 36

 

25/0 

 الف: نادرست                      ب : درست 37

 

1 
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38 𝐴 × 𝐵 = [
𝑥 y
2 −1] [

4 3
3 4] = [

4𝑥 + 3𝑦 3𝑥 + 4𝑦
5 2

] 

𝐵 × 𝐴 = [
4 3
3 4] [

𝑥 y
2 −1] = [

4𝑥 + 6 4𝑦 − 3
3𝑥 + 8 3𝑦 − 4] 

𝐴 × 𝐵 = 𝐵 × 𝐴   ⇒  {
3𝑥 + 8 = 5         ⇒   𝑥 = −1 
3𝑦 − 4 = 2              ⇒ 𝑦 = 2  

[𝑥 2 −𝑦] × [
3
2
−𝑥
] = [−1 2 −2] × [

3
2
1
] = −3+ 4− 2 = −1 

5/1 

 اسکالر 39

 

25/0 

 درس دوم : وارون ماتریس و دترمینان 

 31و  23ص  40

𝐴−1 =
1
−2
[
−1 1
−1 3]           ⇒        

1
5
𝐴−1 = [

1
10

−
1
10

1
10

−
3
10

] 

5𝐴 = [
15 −5
5 −5]         ⇒     (5𝐴)

−1 =
1
−50

[
−5 5
−5 15] = [

1
10

−
1
10

1
10

−
3
10

] 

 

1/5 

 31و  19ص  41

 (𝐴 − 3𝐼)2 = (𝐴 − 3𝐼)(𝐴 − 3𝐼) = 𝐴2 − 3𝐴𝐼 − 3𝐼𝐴 + 9𝐼2 
𝐴𝐼 = 𝐼𝐴 = 𝐴

=
𝐼2 = 𝐼

 𝐴2 − 6𝐴 + 9𝐼 

1 

 31و  28ص  42

|𝐴| = 2      ,       |−
1
2
𝐴4| = (−

1
2
)3|𝐴|4 = −2 

1/25 

43  

𝐴 − 2𝐼 = [
4 1
0 3] − 2 [

1 0
0 1] = [

2 1
0 1] 

 

|𝐴 − 2𝐼| = 2    ⇒   (𝐴 − 2𝐼)−1 =
1
2
[
1 −1
0 2 ] 

 

1 

44 |𝐴| = 2 ⇒     ||𝐴|𝐴| = |𝐴|3|𝐴| = |𝐴|4 = 16 

 
1 
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 25/0 درست  45

46 = 𝐴−1 × 𝐵   ⇒    [
𝑥
𝑦] =

1

1
[

4 −1
−7 2 ] × [

4
15] = [

1
2]        {

𝑥 = 1
𝑦 = ( 24)ص               2  

 

25/1 

 درست  47

 

25/0 

48 
𝐵 = [

∘ −1 −1
−1 ∘ −1] 𝐴                و               = [

−1 −4
1 −2
3 ∘

] 

𝐴𝐵 = [
−1 −4
1 −2
3 ∘

] [
∘ −1 −1
−1 ∘ −1] = [

4 1 5
2 −1 1
∘ −3 −3

] 

⟶        |𝐴𝐵| = 4(6) − 1(−6) + 5(−6) =∘ 

2 

49 𝐴 = [
2 −1
−4 3 ]     ,    𝑋 = [

𝑥
𝑦]     ,    𝐵 = [

4
2]       ⟶   𝑋 = 𝐴−1𝐵 =

1
2
[
3 1
4 2] [

4
2] = [

7
10] 

1/5 

50 |𝐴|𝐴|| = |4𝐴| = 43|𝐴| = 44 0/75 

 مرتبه نیستند.الف : خیر ، زیرا دو ماتریس هم  51

𝐴 ب :         × 𝐵 = [
−3 4 −2
−4 6 −4
−8 11 −6

] 𝐴|      و              × 𝐵| = 0 

 

75/1 

52 A−1 = [
2 −1
2 3 ]      ⇒    

|𝐴−1| = 8        ,          𝐴 = ( 𝐴−1)−1 =
1
8
[

3 1
−2 2] 

1 

53 2
𝑚 − 1

=
𝑚

1
≠

1
3
     ⇒   𝑚(𝑚 − 1) = 2    ⇒    𝑚 = −1       ,   𝑚 = 2   25/1 

54 8 25/0 

55 |2𝐴| = (|𝐴|2 + 4)     ⇒   (|𝐴| − 2)2 = 0    ⇒    |𝐴| = 2      ,   |𝐴−1| =
1
|𝐴|
=

1
2
 

 

5/1 

56 A = [
3 −4
2  1 ]      ⇒     [

𝑥
𝑦 ] =

1
3+ 8

[
1 4
−2 3] [

7
1] = [

1
−1 ]     ⇒       𝑥 = 1     ,     𝑦 = −1 

 

1 

57 |𝐴| = (4− 9− 4) − (−4− 12+ 3) = −9+ 13 = 4         ,        |𝐵| = −6 

|𝐴 × 𝐵| + |2𝐼3| = |𝐴| × |𝐵| + 8|𝐼| = −24+ 8 = −16 
 

25/1  
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58 A = [
3 −5
2 1 ]    ,      

|𝐴| = 3+ 10 = 13    ⇒   𝐴−1 =
1
13
[

1  5
−2 3 ]    ,   𝐵 = [

−1
8 ] 

𝑋 = [
𝑥
𝑦] = 𝐴

−1 × 𝐵 =
1
13
[

1  5
−2 3 ] × [

−1
8 ] =

1
13
[ 
−1+ 40
2+ 24

] = [
3
2]  ⇒    𝑥 = 3  , 𝑦 = 2  

 

5/1 

59 5
8
 25/0 

60 |𝐴| = 2 |
1 −2
3 4 | = 2 × 10 = 20 

|𝐵| = 3 |
−1 0
3 2| = 3 × (−2) = −6  ⇒   |𝐵2| = |𝐵|2 = 36     

|𝐴| + |𝐵2| = 20+ 36 = 56 
 

5/1 

61 A = [
0 4
2 1]   ⇒   𝐴

2 = 𝐴 × 𝐴 = [
0 4
2 1] × [

0 4
2 1] = [

8 4
2 9] 

  A2 = 𝑚𝐴 + 2𝐼2 = 𝑚 [
0 4
2 1] + 2 [

1 0
0 1] = [

0 4𝑚
2𝑚 𝑚

] + [
𝑛 0
0 𝑛

] = [
𝑛 4𝑚

2𝑚 𝑚 + 𝑛
] ⇒  {

𝑛 = 8
𝑚 = 1  

2 

 25/0 نادرست 62

|                      الف :                                                             63
 1 −2
𝑚 6 | = 0  ⇒ 6+ 2𝑚 = 0     ⇒ 𝑚 = −3   

𝐴−1ب :                       =
1

10
[

6  2
−2 1 ]   ⇒  [

𝑥
𝑦] =

1

10
[

6  2
−2 1 ] × [

3
−4] = [

1
−1]      ⇒     𝑥 = 1    , 𝑦 = −1    

2 

64 
[
−1 0 0
0 2 2
−4 4 5

] [
−1 0 0
0 2 2
−4 4 5

]  ⇒  |𝐴| = (−10+ 0+ 0) − (0+ 0− 8) = −2 

||𝐴|𝐴| = |−2𝐴| = (−2)3|𝐴| = −8× (−2) = 16  

75/0 

 دستگاه مورد انتظار به صورت زیر است.  65

{
3𝑥 − 5𝑦 = 1
4𝑥 + 2𝑦 = 10       ⇒     𝐴 = [

3 −5
4 2 ]   ⇒  

|𝐴| = 3 × 2 − (−5)4 = 26   

𝐴−1 =
1
26
[

2  5
−4 3 ] [

1
10] = [

2
1 ] =  [

𝑥
𝑦 ]   ⇒       𝑥 = 2     ,     𝑦 = 1  

 

 5/1 

66 -6 

 

25/0 
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|𝐴|الف : گیریم که   67 = 𝑑                                                : باشد ، در این صورت𝑑 = 5𝑑 − 24    ⇒    𝑑 = 6               

𝐴−1      ب :                                                                                                                            =
1

6
[

5 −8
−3 6 ] 

25/1 

68 [1 𝑥] [
2 4
1 2] [

2
1] =

[2 + 𝑥 4+ 2𝑥] [
2
1] = 4+ 2𝑥 + 4+ 2𝑥 = 0   ⇒     𝑥 = −2      25/1 

69 2𝑚
2
≠

3
−1
        ⇒     𝑚 ≠ −3  

A = [
4 3
2 −1]      ⇒    

|𝐴| = −10 ≠ 0       ,          𝐴−1 =
1

−10
[
−1 −3
−2 4 ]   

  

 [
𝑥
𝑦 ] =

1
−10

[
−1 −3
−2 4 ] [

1
3] = [

1
−1 ]   ⇒     [

𝑥
𝑦 ] = [

1
−1 ]   ⇒       𝑥 = 1     ,     𝑦 = −1 

 

2 

 درست  70

 

25/0 

71 {
𝑚 − 2 = 0
𝑛 + 1 = 0        ⇒     𝑚 = 2   , 𝑛 = −1   

A = [
2 m− 2

n + 1  1 ] = [
2 0
0  1]      ⇒       

|𝐴| = 2   

𝐵 = [
2 1 1
𝑚 0 𝑛
3 −1 2

] =  [
2 1 1
2 0 −1
3 −1 2

]     ⇒      |𝐵| = 2(−1) − 1(7) + 1(−2) = −11 

|𝐴| + |𝐵| = 2+ (−11) = −9 
 

75/1 

72 -8 

 

25/0 

73 
𝐵𝐴 = [

1 −1
0 1
2 3

] [
2 4 1
−1 3 2] = [

3 1 −1
−1 3 2
1 17 8

] 

| 𝐵𝐴| = 3(−1)1+1 × |
3 2
17 8| + 1(−1)1+2 × |

−1 2
1 8| + 1(−1)1+3 × |

−1 3
1 17| 

| 𝐵𝐴| = 3(−10) − 1(−10) − 1(−20) = −30+ 10+ 20 = 0 
 

 
 
 

25/1 
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74 A = [
3 −5
2  1 ]      ⇒    

|𝐴| = 13 ≠ 0       ,          𝐴−1 =
1

13
[
 1 5
−2 3]   

  

 [
𝑥
𝑦 ] =

1
13
[
 1 5
−2 3] [

−1
8 ] = [

3
2 ]   ⇒     [

𝑥
𝑦 ] = [

3
2 ]   ⇒       𝑥 = 3     , 𝑦 = 2 

 

1/25 

75 -30  

 

25/0 

76 
𝐴 × 𝐵 = [

0 1 2
1 3 1
2 1 8

] × [
2 1 0
−1 3 2
2 0 5

] = [
3 3 12
1 10 11
19 5 42

] 

| 𝐵 | = 2(−1)1+1 × |
3 2
0 5| + 1(−1)1+2 × |

−1 2
2 5| + 0(−1)1+3 × |

−1 3
2 0| 

= 2(15) − 1(−9) + 0(−6) = 39 

 

2 

 نادرست 77

 

25/0 

78 |𝐴| = 0    ⇒ 2𝑚 − 4  = 0     ⇒   𝑚 = 2 
 

75/0 

79 
A = [

3 −4
−1 2 ]      ⇒    

|𝐴| = 2 ≠ 0       ,          𝐴−1 =
1

2
[
 2 4
1 3] = [

 
2

2
 
4

2

 
1

2
 
3

2

] = [
 1 2
 
1

2
 
3

2
]   

  

 [
𝑥
𝑦 ] =  [

 1 2

 
1
2
 
3
2
] [
 1
1 ] = [

3
2 ]   ⇒     [

𝑥
𝑦 ] = [

3
2 ]   ⇒       𝑥 = 3     ,      𝑦 = 2 

 

 

 

 

5/1 

 درایه های روی قطر اصلی  80

 

25/0 

81 |
1

|𝐴|
𝐴| = |

1

2
𝐴| = (

1

2
)

3
|𝐴| =

1

2
× 2 =

1

4
      

 

 

1 

 نادرست 82

 

25/0 
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83 
A = [

3 2
 1 −1]      ⇒    

|𝐴| = −5 ≠ 0       ,          𝐴−1 =
1

−5
[
−1 −2
−1 3 ] = [

 
1

5
 
2

5

 
1

5
− 

3

5

]   

  

 [
𝑥
𝑦 ] = [

 
1
5

 
2
5

 
1
5
− 

3
5

] [
 4
3 ] = [

2
−1 ]   ⇒     [

𝑥
𝑦 ] = [

2
−1 ]   ⇒       𝑥 = 2     ,      𝑦 = −1 

 

5/1 

84 |𝐴| = 2(4− 3) = 2     ⇒     |𝐴3| = |𝐴|3 = 8 
 

1 

 غیر صفر  85

 

25/0 

86 𝑚

4
=

3
𝑚 + 4

≠
−3
2
     ⇒   𝑚(𝑚 + 4) − 12 = 0   ⇒    𝑚 = −6       ,   𝑚 = 2   

 

25/1 

87 ||𝐴|. 𝐴| = |−2. 𝐴| =  (−2)3|𝐴| = −8(−2) = 16  75/0  

 

88 |
𝑚 − 2 3

4 𝑚+ 1| ≠ 0      ⇒   (𝑚 − 3)(𝑚 + 1) − 12 ≠ 0     ⇒   𝑚 ≠ 5      , 𝑚 ≠ −3     

𝑚 ∈ 𝑅 − {5 , −3} 
 

1 

 دوم : آشنایی با مقاطع مخروطی فصل 

  

 درس اول : آشنایی با مقاطع مخروطی و مکان هندسی

 25/0 (                                39درست  ) ص ان 89

 الف : بیضی       90

 ب : درست  

5/0 

 می نامیم . 𝐼است این خط را رسم می کنیم و   𝐴𝐵به یک فاصله اند عمود منصف پاره   𝐴 و 𝐵مکان هندسی نقاطی که از دو نقطه  91

(0/25) 
, ″𝑑سانتی متر هستند دو خط  3به فاصله  𝑑مکان هندسی نقاطی که از خط  𝑑′   می باشد که موازی𝑑    . محل (0/25)هستند

, ″𝑑برخورد دو خط  𝑑′    با خط𝐼  .جواب مساله است 

, ″𝑑دو خط   𝐼الف : اگر خط   𝑑′  . (0/25)را قطع کند مسله دو جواب دارد 

 (0/25)منطبق باشد مسله بی شمار جواب دارد .       ′𝑑 یا  ″𝑑بر یکی از دو خط   𝐼ب :  اگر خط  

, ″𝑑هیچ یک از دو خط  𝐼پ :   اگر خط   𝑑′ (0/25)ع نکند مسله جواب ندارد .   را قط 

 (0/25)رسم یک مورد شکل برای مساله الزامی است. 

5/1 
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 (35درست )ص 92

 

25/0 

 𝐶است.  و مکان هندسی نقاطی که از نقطه   𝐴𝐵خط  اند، عمودمنصف پارهبه یک فاصله 𝐵و   𝐴( مکان هندسی نقاطی که از 39)ص 93

و دایره جواب مسئله است.  (𝑑)است ، بنابراین نقطه برخورد خط عمودمنصف  3و شعاع  𝐶ای به مرکز  واحد باشد، دایره 3به فاصله 

 ( 𝐸و   𝐷)نقاط  

 ( و دایره یکدیگر را در دو نقطه قطع کنند مسئله دو جواب دارد.𝑑الف( اگر خط عمودمنصف )

 ب( اگر مماس شوند مسئله یک جواب دارد. 

 صورتی که یکدیگر را قطع نکنند مسئله جواب ندارد.پ( در 

 
 

5/1 

 درست  94

 

25/0 

 مشترک 95

 

25/0 

 مشترک 96

 

25/0 

 نادرست 97

 

25/0 

 خط  98

 

25/0 

 نادرست 99

 

25/0 

سانتی متر است این دایره را رسم می   2و شعاع  𝐴سانتی متر باشد یک دایره به مرکز   2به فاصله ی  𝐴مکان هندسی نقاطی که از  100

است این دو خط را   𝑑و به موازات   𝑑در طرفین خط  ″𝑑و   ′𝑑سانتی متر باشد و دو خط   3به فاصله  𝑑کنیم . نقاطی که از خط 

 ره مطابق شکل جواب مسئله است.با دای ″𝑑یا   ′𝑑رسم می کنیم . محل برخورد دو خط 

 دایره را قطع کند مسئله دو جواب دارد. ″𝑑یا   ′𝑑اگر یکی از دو خط 

 بر دایره مماس باشد مساله یک جواب دارد. ″𝑑یا   ′𝑑اگر یکی از دو خط 

 دایره را قطع نکند مساله جواب ندارد. ″𝑑یا   ′𝑑اگر هیچ یک از دو خط    

5/1 

 5/0 الف : درست              ب: درست  101
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 نقطه  102

 

25/0 

 درست  103

 

25/0 

 درست  104

 

25/0 

می نامیم ، مکان هندسی نقاطی   𝑑است. این خط را  𝐴𝐵به یک فاصله اند. عمو منصف پاره خط  𝐵و   𝐴مکان هندسی نقاطی که از  105

می نامیم . بنابراین نقطه برخورد  ′𝑑است. این خط را  𝐶𝐷به یک فاصله باشد. عمومنصف پاره خط   𝐶و   𝐷که از دو نقطه ی  

 (𝐸جواب مسئله است.)نقطه  ′𝑑و  𝑑 خطوط 

 متقاطع باشند مسئله یک جواب دارد.  ′𝑑و  𝑑اگر خطوط  

 منطبق باشند مسئله بیشمار جواب دارد. ′𝑑و  𝑑اگر خطوط  

 موازی باشند مسئله   جواب ندارد.  ′𝑑و  𝑑اگر خطوط  

 

 

 

 

 

5/1 

به فاصله ی   𝐶و مکان هندسی نقاطی که از نقطه ی  𝐴𝐵به یک فاصله اند. عمو منصف پاره خط  𝐵و   𝐴مکان هندسی نقاطی که از  106

و دایره جواب مسئله است که در  𝑑است . بنابراین نقطه ی برخورد خط عمومنصف   3و شعاع   𝐶 واحد است ، دایره ای به مرکز  3

 می باشند.    𝐸و   𝐷شکل مقابل نقاط  

 ، مسئله دو جواب دارد. و دایره یکدیگر را دردو نقطه قطع کنند 𝑑حال اگر خط عمودمنصف 

 اگر مماس شوند ، مسئله یک جواب دارد.

 اگر یکدیگر را قطع نکنند، مسئله جواب ندارد.

5/1 

 درست  107

 

25/0 
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به فاصله ی   𝐶و مکان هندسی نقاطی که از نقطه ی  𝐴𝐵به یک فاصله اند. عمو منصف پاره خط  𝐵و   𝐴مکان هندسی نقاطی که از  108

و دایره جواب مسئله است که در  𝑑است . بنابراین نقطه ی برخورد خط عمومنصف   3و شعاع   𝐶 واحد است ، دایره ای به مرکز  3

 جواب مسئله است.   𝑑می باشند.محل برخورد دایره با خط    𝐸و   𝐷شکل مقابل نقاط  

 و دایره یکدیگر را  𝑑ف حال اگر خط عمودمنص

 دردو نقطه قطع کنند ، مسئله دو جواب دارد. 

 اگر مماس شوند ، مسئله یک جواب دارد.

 اگر یکدیگر را قطع نکنند، مسئله جواب ندارد.

1/5 

 بیضی 109

 

25/0 

سانتی   3به فاصله   𝑑و مکان هندسی نقاطی که از  𝐴𝐵به یک فاصله اند. عمو منصف پاره خط  𝐵و   𝐴مکان هندسی نقاطی که از  110

(و   𝐴𝐵) عمودمنصف   𝑙سانتی متر در دو طرف آن هستند. بنابراین نقطه ی برخورد خط  3به فاصله ی  𝑑متر باشد ، دو خط موازی 

 جواب مسئله است.   𝑑خطوط موازی   ″𝑑و   ′𝑑دو خط موازی 

 را قطع کند دیگری راهم قطع کند مسئله دو جواب دارد. ″𝑑و   ′𝑑یکی از دو خط   𝑙ر اگ

 موازی باشد، مسئله جواب ندارد. ″𝑑و   ′𝑑با دو خط   𝑙اگر 

 منطبق باشد، مسئله بیشمارجواب دارد. ″𝑑و   ′𝑑بر یکی از دو خط   𝑙اگر 

 

5/1 

 درست  111

 

25/0 

 ویژگی مشترک  112

 

25/0 

 درست  113

 

25/0 

 درس دوم : دایره
 0/25 (  39) ص        5  114
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 کند .  را نصف می 𝐴𝐵وتر   𝑂𝐻کنیم عمود  ( از مرکز دایره بر وتر عمود می 43) ص  115

 

𝐴𝐻 =
1
2
𝐴𝐵 = 3 

 

𝑂𝐻 =
|3(2) − 4(−1) + 10|

√9+ 16
= 4 

 

𝑂𝐴2 = 𝑂𝐻2 + 𝐴𝐻2      ⇒    𝑟2 = (4)2 + (3)2 = 25    ,   (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 1)2 = 25 

1/25 

 41ص  116

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 + 𝑐 =∘      ⇒   (𝑥2 + 𝑎𝑥 +
𝑎2

4
) + (𝑦2 + 𝑏𝑦 +

𝑏2

4
) = −𝑐 +

𝑎2

4
+
𝑏2

4
 

(𝑥 +
𝑎

2
)

2
+ (𝑦 +

𝑏

2
)

2

=
𝑎2 + 𝑏2 − 4𝑐

4
     ⇒   𝑟2 =

𝑎2 + 𝑏2 − 4𝑐
4

       ⇒    𝑟 =
√𝑎2 + 𝑏2 − 4𝑐

2
 

1 

117  

𝑎2                                                                                  الف : + 𝑏2 > 4𝑐    ⇒    16+ 36 > 4𝑎   ⇒    𝑎 < 13 

𝑥)                      ب :    − 1)2 + (𝑦 − 1)2 = 4  , 𝑂 = (1,1) , 𝑟 = 2    , 𝑑 =
|1+1−1|

√12+12 =
√2

2
          𝑑 < 𝑟             

 طع هستند.           خط و دایره در دو نقطه متقا

2 

 0/25 (               46داخل )ص 118

119 
𝑑 =

|3(1) − 4(−1) + 3|

√32 + 42
=

1 ∘
5
= 2                   ,   (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 1)2 = 4 

 (43)ص  

1 

120 𝑅 = 𝑂𝑀 = √(1− 2)2 + (1− 3)2 = √5 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 3)2 = 5 

1 

121 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 = 3       ⟶      (𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 1)2 = 5      ⟶     𝑂 = (1,1) 
 

𝑚𝑂𝐴 =
3−1

2−1
= ′𝑚شیب خط مماس   2 =

1

𝑚
=
−1

2
 برابر است :  

𝑦 − 2 =
−1
2
(𝑥 − 3) 

 

1/5 

 نادرست 122

 

25/0 
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 را نصف می کند.   𝐴𝐵وتر    𝑂𝐻از مرکز دایره بر وتر عمود می کنیم عمود   123

𝑂𝐻 =
|0+ 1− 2|

√12 + 12
=
√2
2

 

∆(𝐴𝑂𝐻):  𝑂𝐴2 = 𝑂𝐻2 + 𝐴𝐻2     
𝑂𝐴=𝑅
→      𝑅2 = (

√2
2
)

2

+ (√2)
2
=

10
4
    

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 1)2 =
10
4

 

 

5/1 

, 𝑂(1مرکز دایره برابر است با   124 , 𝐴(2شیب خط عمود بر دایره در نقطه  (1 𝑚𝐴𝑂برابر است با :   (3 =
3−1

2−1
= 2     

, 𝐴(2شیب خط مماس بر دایره در نقطه  ′𝑚قرینه و برعکس شیب خط عمود است    (3 = −
1

𝑚𝑂𝐴
= −

1

2
 

𝑦معادله خط مماس بر دایره برابر است با :    − 3 =
−1

2
(𝑥 − 2) 

 
 

1 

 فاصله مرکز دایره تا خط مماس بر دایره برابر است با :                  125

𝑟 =
|3(2) + 4(1) + 5|

√42 + 32
=

15
5
= 3 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 − 1)2 = 9 
 

1 

126 𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 − 2𝑦 + 9 = 0     ⇒     (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2 = 1  ⇒     𝑂′ = (3,1)    ,   𝑟′ = 1     

 

𝑑 > 𝑟 + 𝑟′ = 2       ,    𝑑 = 𝑂𝑂′ = √32 + 12 = √10 
 
 دو دایره بیرون یکدیگرند ) متخارجند(  

 

5/1 

127 
{
𝑥 + 𝑦 = 1
𝑥 − 𝑦 = 3       ⇒    {

𝑥 = 2
𝑦 = −1         ,     𝑟 =

|4(2) + 3(−1) + 5|

√42 + 32
=

10
5
= 2 

,𝑂(2مرکز دایره   𝑟و شعاع آن برابر    (1− = 𝑥)است. معادله دایره برابر با :    2 − 2)2 + (𝑦 + 1)2 =  است. 4

 

25/1 

𝑥)مرکز و شعاع دایره    128 − 1)2 + 𝑦2 = 𝑟برابر است با :      1 =  𝑂(1,0)و     1

𝑥2مرکز و شعاع دایره    + (𝑦 − 1)2 = ′𝑟برابر است با :  1 =  𝑂′(0,1)و     1

′𝑂𝑂فاصله دو مرکز برابر    = 𝑟و   2√ − 𝑟′ = 0      ,   𝑟 + 𝑟′ = 2 

   |𝑟 − 𝑟′| < 𝑂𝑂′ < 𝑟 + 𝑟′    .بنابراین دو دایره متقاطع اند 

 

2 
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129 𝑥2 + 𝑦2 − 8𝑥 + 4𝑦 + 16 = 0       ⇒    ( 𝑥2 − 8𝑥 + 16) + (𝑦2  + 4𝑦 + 4) = − 16+ 16 + 4   ⇒  

(𝑥 − 4)2 + (𝑦 + 2)2 = 4     ⇒    𝑂′(4,2)   ,   𝑟′ = 2 

𝑂𝑂′ = √ 42 + 32 =  طول  خط  المرکزین         5

|𝑟 − 𝑟′| = 𝑂𝑂′      ⇒  |𝑟 − 2| = 5  ⇒   𝑟 = ,     ق  ق   7 𝑟 =    غ ق  ق  3−

𝑥)معادله دایره مماس می شود و معادله دایره مطلوب    − 0)2 + (𝑦 − 1)2 = 49          

       

2 

130 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 4𝑦 + 3 = 0    ⇒     𝑥2 − 2𝑥 + 𝑦2  + 4𝑦 = −3  ⇒ 

  ( 𝑥2 − 2𝑥 + 1) + (𝑦2  + 4𝑦 + 4) = −3+ 1+ 4    ⇒     (𝑥 − 1)2 + (𝑦 + 2)2 = 2   

⇒  𝑂(1, −2)   ,     𝑟 =  √2    

   𝐷 =
|1(1)+(−1)(−2)+(−1)|

√12+(−1)2
=

2

 √2
= √2   

𝐷چون   = 𝑟  .پس خط بر دایره مماس است 

 

25/1 

131 
𝑟 =

|4(3) + 3( 1) + 5|

√42 + 32
=

20
5
= 4        ⇒ (𝑥 − 3)2 + (𝑦 − 1)2 = 16 

 

25/1 

 نادرست 132

 

25/0 

133 

𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 = 4    ⇒    {
𝑂 (−

𝑎

2
, −
𝑏

2
) = (−1,0)

𝑟 =
1
2
√𝑎2 + 𝑏2 − 4𝑐 =

1
2
√4+ 0+ 16 = √5

 

𝑥2 + 𝑦2 = 4     ⇒     𝑂′(0,0)   ,   𝑟′ = 2   

𝑑 = 𝑂𝑂′ = √ (−1− 0)2 + (0− 0)2 =  طول  خط  المرکزین         1

′𝑂𝑂فاصله دو مرکز برابر    = 𝑟و   1 − 𝑟′ = √5− 2      ,   𝑟 + 𝑟′ = √5+ 2 

     √5− 2 < 1 < √5+ 2   ⇒     |𝑟 − 𝑟′| < 𝑂𝑂′ < 𝑟 + 𝑟′    .بنابراین دو دایره متقاطع اند 

 

1 
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134 
𝐵𝐻 =

𝐴𝐵

2
=

2√2
2
= √2 

𝑥فاصله مرکز دایره تا خط   + 𝑦 = 𝑂𝐻                                                              برابر است با :    2 =
|1(1)+1(1)−2|

√12+12 =
1

√2
 

∆(𝑂𝐵𝐻):  𝑂𝐵2 = 𝑂𝐻2 + 𝐵𝐻2     
𝑂𝐵=𝑅
→      𝑅2 = (

1

√2
)

2

+ (√2)
2
=

5
2

 

(𝑥 − 0)2 + (𝑦 − 1)2 =
5
2
  

5/1 

135 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 + 2𝑦 = 0    ⇒     𝑂(1, −1)   ,     𝑟 =  √2 

𝑂𝐴نقطه داده شده داخل دایره است.          = 1     ⇒    𝑂𝐴 < 𝑅                      

 

1 

136 
𝑂𝐻 =

|2(−1) + 1(−1) − 2|

√22 + 12
=

5

√5
= √5 

∆(𝐴𝑂𝐻):  𝑂𝐴2 = 𝑂𝐻2 + 𝐴𝐻2     
𝑂𝐴=𝑅
→      𝑅2 = ( √5)

2
+ (2)2 = 9   ⇒ 𝑅 = 3 

(𝑥 + 1)2 + (𝑦 + 1)2 = 9 
 

25/1 

137 (𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 2)2 = 1   ⇒     𝑂(2,2)   ,     𝑟 =  1 

𝑑خط و دایره نقطه ی برخورد ندارند.                                              =
|3(2)+ 2|

√32+12
=

8

√10
         , 𝑑 > 𝑟 

 

25/1 

138 (𝑥 + 1)2 + (𝑦 − 2)2 = 9     ⇒     𝑂′(−1,2)   ,   𝑟′ = 3  

𝑑 = 𝑂𝑂′ = √ 32 + 42 = 5   
𝑑=𝑟+ 𝑟′

→          𝑟 + 𝑟′ = 5 
𝑟′=3
→     𝑟 = 2 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 2)2 =  معادله  دایره مطلوب        4

25/1 

 نادرست 139

 

25/0 

140 𝑥2 + 𝑦2 = 2     ⇒     𝑂(0,0)   , 𝑟 = √2 

𝑑 =
|1(0)+1(0)−2|

√12+12 = √2         ⇒    𝑟 = 𝑑        خط  بر دایره مماس است        

25/1 

141 𝑑 = 𝑂𝑀 = √ ( 1+ 2)2 + (−1− 3)2 = 5 

(𝑥 + 2)2 + (𝑦 − 3)2 =  معادله  دایره مطلوب        25

 

1 
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142 

𝑥2 + 𝑦2 − 6𝑥 − 2𝑦 + 9 = 0     ⇒    {
𝑂 (−

𝑎

2
, −
𝑏

2
) = (3,1)

𝑟 =
1
2
√𝑎2 + 𝑏2 − 4𝑐 =

1
2
√36+ 4− 36 = 1

 

𝑥2 + 𝑦2 = 1     ⇒     𝑂′(0,0)   ,   𝑟′ = 1   

𝑑چون    > 𝑟 + 𝑟′                               .لذا دو دایره متخارج هستند𝑑 = 𝑂𝑂′ = √ (3− 0)2 + (1− 0)2 = √10   

5/1 

143 𝑥2 + 𝑦2 − 2𝑥 − 2𝑦 = 3  ⇒     𝑂(1,1) ,         𝑚𝑜𝑚 =
3− 1
2− 1

= 2    ⇒  𝑚′ = −
1
2
  

𝑦معادله خط مماس           − 3 = −
1

2
(𝑥 − 2)       

1 

144 {
𝑥 + 𝑦 = 1
𝑥 − 𝑦 = 3     ⇒ 𝑥 = 2 , 𝑦 = −1     ⇒ 𝑂(2 , −1)   

𝑅 =
|4(2) + 3(−1) + 5|

√42 + 32
= 2 

(𝑥 − 2)2 + (𝑦 + 1)2 =  معادله  دایره مطلوب        4

5/1 

145 𝑂(0,0)   ,     𝑟 =  2        ,       𝑂′(1,0)   ,   𝑟′ = √5   

 𝑂𝑂′ = √ 12 + 02 =  طول  خط  المرکزین         1

′𝑂𝑂فاصله دو مرکز برابر    = 𝑟و   1 − 𝑟′ = √5− 2      ,   𝑟 + 𝑟′ = √5+ 2 

     √5− 2 < 1 < √5+ 2   ⇒     |𝑟 − 𝑟′| < 𝑂𝑂′ < 𝑟 + 𝑟′    .بنابراین دو دایره متقاطع اند 

 
 

75/1 

146 
𝑎2 + 𝑏2 − 4𝑐 > 0   ⇒    9+ 25− 4𝑎 > 0   ⇒ 4𝑎 < 34    ⇒ 𝑎 <

17
4
  

 

1 

147 

𝑂 = {

4+ (−2)
2

= 1

−1+ 1
2

= 0
          ⇒  𝑂(1,0) 

𝑟 =
𝐴𝐵

2
=
√ 62 + 22

2
=

2√ 10
2

= √10 

(𝑥 − 1)2 + (𝑦 − 0)2 =  معادله  دایره مطلوب        10

5/1 
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 درس سوم : بیضی و سهمی

 48ص  148

𝑃𝐹 + 𝑃𝐹′ = 2𝑎      ⇒    √9+𝑚2 + √9+𝑚2 = 10     ⇒        𝑚 = ±4 
 

1/25 

𝐷𝐹روی بیضی قرار دارد ، بنا به تعریف بیضی :    𝐷نقطه  149 + 𝐷𝐹′ = 2𝑎 

 بنا به قضیه فیثاغورت داریم :  ′𝐷𝐹𝐹در مثلث قائم الزاویه  

𝐷𝐹2 + 𝐹𝐹′2 = 𝐷𝐹′2        ⇒         𝐷𝐹2 + (2𝑐)2 = (2𝑎 − 𝐷𝐹)2 

𝐷𝐹 =
𝑎2 − 𝑐2

𝑎
          

𝑎2−𝑐2=𝑏2   
→             𝐷𝐹 =

𝑏2

𝑎
 

1/25 

 قطع کند ،   𝐷به کانون های بیضی وصل می کنیم تا بیضی را در نقطه  𝑀از نقطه  150

𝐷𝐹روی بیضی قراردارد بنا به تعریف بیضی :    𝐷نقطه  + 𝐷𝐹′ = 2𝑎 

 داریم: ′𝑀𝐷𝐹بنا به نامساوی مثلثی در مثلث   

𝑀𝐷 +𝑀𝐹′ > 𝐷𝐹′   
  𝐷𝐹  
→   𝐷𝐹 +𝑀𝐷 +𝑀𝐹′ > 𝐷𝐹 + 𝐷𝐹′  ⇒ 𝑀𝐹 +𝑀𝐹′ > 2𝑎 

 47ص 

 

  

25/1 

151 𝑐

𝑎
=

3
4
   
      𝑎=8        
→         𝑐 = 6  ⇒ 𝐴𝐹 = 𝑎 − 𝑐 = 2  75/0 

 (49دایره )ص 152

 

25/0 

𝛼پ( نادرست   153 = 𝛽 =  (                       50)ص   65°

 

5/0 

 ( 49)ص 154

} )الف
2𝑎 = 10     →    𝑎 = 5
2𝑏 = 6       →    𝑏 = 3         ⇒  𝑎

2 = 𝑏2 + 𝑐2      ⇒   𝑐 = 4       
𝑐

𝑎
=

4

5
 

∘)𝐴(5,0)   ,    𝐴′(−5,∘)              𝐹(4,∘)   ,   𝐹′(−4,∘)            𝐵  )ب ,3)     ,   𝐵′(∘, −3) 

 پ( رسم بیضی 

 مختصات رئوس و کانونها را روی محور نشان دهد و رسم انجام شود نمره کامل لحاظ شود. اگر 

 

5/1 

 25/0 نادرست 155
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 خارج 156

 

25/0 

157 𝑎 = 2𝑏  →   𝑐2 = 𝑎2 − 𝑏2 = 4𝑏2 − 𝑏2 = 3𝑏2   →   𝑐 = √3b 

tan𝐵1 =
𝑂𝐹

𝑂𝐵
=
𝑐

𝑏
=
√3𝑏
𝑏
= √3     →    𝐵1 = 60∘  

⟶     𝐹𝐵̂𝐹′ = 2 × 60 = 120∘ 

 

1/25 

𝐵𝐹روی بیضی است   𝐵نقطه  158 + 𝐵𝐹′ = 2𝑎 

𝐵𝐹قرار دارد  ′𝐹𝐹روی عمودمنصف پاره خط   𝐵از طرفی نقطه  = 𝐵𝐹′   بنابراین𝐵𝐹 = 𝐵𝐹′ = 𝑎 

𝑂𝐵2داریم:   𝑂𝐹𝐵الزاویه در مثلت قائم + 𝑂𝐹2 = 𝐵𝐹2      ⟶        𝑏2 + 𝑐2 = 𝑎2            

 

1/25 

 پاره خط  159

 

25/0 

, 𝐴نقطه  160 𝐴′      روی بیضی قرار دارند بنا به تعریف بیضی داریم𝐴′𝐹′ + 𝐴′𝐹 = 2𝑎         و𝐴𝐹′ + 𝐴𝐹 = 2𝑎    نتیجه می

 گیریم :     

𝐴′𝐹′ + 𝐴′𝐹 = 𝐴𝐹′ + 𝐴𝐹       ⇒    𝐴′𝐹′ + (𝐴′𝐹′ + 𝐹𝐹′) = 𝐴𝐹 + (𝐴𝐹 + 𝐹𝐹′)  ⇒ 𝐴𝐹 = 𝐴′𝐹′       

25/1 

 داریم :      𝐵𝑂𝐹در مثلث   161

cos𝑂𝐵𝐹̂ =
𝐵𝑂

𝐵𝐹
   
   𝐵𝐹=𝑎   ,𝐵𝑂=𝑏     
→              cos 𝐵𝐵𝐹̂ =

𝑏

𝑎
=
√3

2
   ⇒    𝑂𝐵𝐹̂ = 30° ⇒    𝐹′𝐵𝐹̂ = 2𝑂𝐵𝐹̂ = 60°   

25/1 

 دایره  162

 

25/0 

𝐵𝐹   (1)قرار دارد در نتیجه :                 ′𝐹𝐹روی عمود منصف پاره خط   𝐵نقطه  163 = 𝐵𝐹′ 

 برابر است با قطر بزرگ بیضی : فاصله هر نقطه روی بیضی از دو کانون 

𝐵𝐹 + 𝐵𝐹′ = 2𝑎    ⇒ 𝐵𝐹 = 𝐵𝐹′ = 𝑎   (2) 
 داریم :  𝐵𝑂𝐹بنا به رابطه فبثاغورث در مثلث  

𝑂𝐹2 + 𝑂𝐵2 = 𝐵𝐹2    ⇒   𝑐2 + 𝑏2 = 𝑎2 
 
 
 
 

1 
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}الف:                                                                                     164
2𝑎 = 10  ⇒   𝑎 = 5  
2𝑏 = 6    ⇒   𝑏 = 3     

𝑎2=𝑏2+𝑐2

→          𝑐 = 4        

 

𝑀𝑂میانه وارد بر یک ضلع    ′𝑀𝐹𝐹در مثلث   =
1

2
𝐹𝐹′ =  قائم الزاویه است. ′𝑀𝐹𝐹نصف ضلع روبرو است . در نتیجه مثلث    4

  

 ب :  

     𝑀𝐹 +𝑀𝐹′ = 2𝑎 = 10    ⇒     𝑀𝐹′ = 10−𝑀𝐹  

𝑀𝐹2 +𝑀𝐹′
2
= 𝐹𝐹′

2
  ⇒   𝑀𝐹2 + (10−𝑀𝐹)2 = 82      ⇒    𝑀𝐹 = 5− √7 

 

5/1 

,𝐴نقاط   165 𝐵   . را به کانون های بیضی وصل میکنیم 

𝐴𝐹    روی بیضی قرار دارد بنا به تعریف بیضی   𝐴نقطه ی  + 𝐴𝐹′ = 2𝑎        (1) 

𝐵𝐹روی بیضی قرار دارد       𝐵نقطه  + 𝐵𝐹′ = 2𝑎       (2) 

, (1)از   ′𝐴𝐹و فرض     (2) = 𝐵𝐹)  (     نتیجه می شود𝐴𝐹 = 𝐵𝐹′ 

 ′𝐴𝐹‖𝐵𝐹یک متوازی الاضلاع است در متوازی الاضلاع ، ضلع های روبرو موازی اند.    ′𝐴𝐹𝐵𝐹بنابراین چهارضلعی  

 

1 

𝑀𝐹مجموع   166 +𝑀𝐹′   کمترین مقدار است . بنا به خاصیت کوتاه ترین مسیر ، زاویه های𝑀1̂ = 𝑀2̂ 

𝑁̂مورب است ، پس    𝑑و   ′𝑀𝐹 ‖ 𝑁𝐹از طرفی چون  = 𝑀1̂ 

𝑁̂اکنون از این نتیجه می توان نوشت :    = 𝑀2̂ 

′𝑀𝐹متساوی الساقین است و لذا :    ′𝑀𝑁𝐹یعنی مثلث    = 𝑁𝐹′ 

 

 

 

 

 

 

 

1 

167 𝑂𝐹 = 𝑐 = 4
𝑂𝐴 = 𝑎 = 8

}    
𝑎2=𝑏2+𝑐2

→           64 = 𝑏2 + 16      ⇒  𝑏2 = 48 ⇒   𝑏 = 4√3     

  

 𝐵𝐵′ = 2𝑏 =   طول  قطر کوچک           3√8

25/1 

168 1
2
 25/0 
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𝑦̂طبق ویژگی خط مماس بربیضی داریم :   169 = 𝑧̂    و چون𝑀𝐹 ‖ 𝑁𝐹′    پس𝑥̂ = 𝑧̂      لذا .𝑦̂ = 𝑥̂   

 دو زاویه مساوی دارد.    𝑁𝐹′𝑀یعنی مثلث   

′𝑀𝐹در نتیجه متساوی الساقین بوده و   =  𝑁𝐹′ 

25/1 

=  قطر بزرگ 170 𝐴𝐴′ = 2𝑎 = 20  ⇒ 𝑎 = خروج  از  مرکز بیضی     ,              10 = 𝑒 =
𝑐

𝑎
  ⇒   

4
5
=
𝑐

10
   ⇒ 𝑐 = 8    

فاصله ی کانونی  = 𝐹𝐹′ = 2𝑐 = 2 × 8 = 16       ,    𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2   ⇒  𝑏2 = 100− 64 = 36  ⇒ 𝑏 = 6 

طول  قطر کوچک  بیضی =  𝐵𝐵′ = 2𝑏 = 2 × 6 = 12 

5/1 

 صفر  171

 

25/0 

172 𝐵𝐵′ = 2𝑏 = 24  ⇒ 𝑏 = 𝑂𝐹     و         12 = 𝑐 = 5  

𝑎2 = 𝑏2 + 𝑐2   ⇒  𝑎2 = 144+ 25 = 169   ⇒ 𝑎 = 13 

𝑒 =
𝑐

𝑎
=

5
13

 

1 

173 
2𝑎 = √2(2𝑏)    ⇒ 𝑎 = 𝑏√2       ⇒ cos 𝐵1 =

𝑂𝐵

𝐵𝐹
=

𝑏

𝑏√2
=

1

√2
      ⇒ 𝐵1 = 45° 

𝐹𝐵𝐹 ′̂ = 2 × 45 = 90 

 

5/1 

174 𝑂𝑀 = 𝑂𝐴 = 𝑎      و     𝑂𝐹 = 𝑐       

𝑂𝑀2 = 𝑂𝐹2 +𝑀𝐹2    ⇒      𝑎2 = 𝑀𝐹2 + 𝑐2  ⇒    𝑀𝐹2 = 𝑎2 − 𝑐2 

𝑎2=𝑏2+𝑐2

→          𝑀𝐹2 = 𝑏2     ⇒   𝑀𝐹 = 𝑏  
 

1 

 نادرست 175

 

25/0 

 بیرون  176

 

25/0 
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177 𝑐2 = 𝑎2 − 𝑏2 = 25− 9 = 16    ⇒ 𝑐 = 4     

𝐹𝐹′ = 2𝑐 = 2 × 4 = 8             ,      𝑀𝐹 +𝑀𝐹′ = 2𝑎 = 10    ⇒     𝑀𝐹′ = 10−𝑀𝐹  

𝑀𝐹2 +𝑀𝐹′
2
= 𝐹𝐹′

2
  ⇒   𝑀𝐹2 + (10−𝑀𝐹)2 = 82      ⇒    𝑀𝐹 = 5± √7  

 

25/0 

 درست  178

 

25/1 

179 
{
2𝑎 = 10  ⇒   𝑎 = 5  
2𝑏 = 6    ⇒   𝑏 = 3     

𝑎2=𝑏2+𝑐2

→          𝑐 = 4            ,       𝑒 =
𝑐

𝑎
=

4
5
 

 

25/1 

قطع می کند . اکنون با توجه به نامساوی   𝐵بیضی را در نقطه ای مانند   𝐴𝐹درون بیضی باشد. در این صورت امتداد  𝐴اگر نقطه ی  180

 می توان نوشت: 𝐴𝐵𝐹مثلث در  

𝐴𝐹 < 𝐴𝐵 + 𝐵𝐹    
+𝐴𝐹′

→    𝐴𝐹 + 𝐴𝐹′ < 𝐴𝐹′ + 𝐴𝐵 + 𝐵𝐹   

⇒ 𝐴𝐹 + 𝐴𝐹′ < 𝐴𝐹′ + 𝐴𝐵 + 𝐵𝐹      ⇒    𝐴𝐹 + 𝐴𝐹′ < 𝐵𝐹 + 𝐵𝐹′ 

𝐵𝐹+𝐵𝐹′=2𝑎
→            𝐴𝐹 + 𝐴𝐹′ < 2𝑎 

5/1 

181 𝐴𝐹 + 𝐴 𝐹′ = 2𝑎
𝐵𝐹 + 𝐵𝐹′ = 2𝑎
𝐵𝐹 = 𝐴 𝐹′

}    ⇒    𝐴𝐹 = 𝐵𝐹′ 

𝐴𝐹 =  𝐵𝐹′

 𝐵𝐹 = 𝐴𝐹′

𝐹𝐹′ = 𝐹𝐹′
}    ⇒  ∆𝐴𝐹𝐹′ ≡ ∆𝐵𝐹𝐹′   ⇒  𝐵𝐹𝐹 ′̂ = 𝐴𝐹𝐹 ′̂  

 دو زاویه مساوی دارد، لذا متساوی الساقین است.  ′𝐹𝑀𝐹پس مثلث  

 

25/1 

182 
𝐴𝐴′ = √ (2− 2)2 + (12+ 8)2 = 20   

𝐴𝐴′=2𝑎
→       2𝑎 = 20  ⇒ 𝑎 = 10   

𝑒 =
𝑐

𝑎
   
𝑒=

3
5

→       
𝑐

𝑎
=

3
5
       

𝑎=10
→     

𝑐

10
=

3
5
      ⇒      𝑐 = 6      ,        𝐹𝐹′ = 2𝑐 =  فاصله کانونی         12

5/1 

183 𝑐

𝑎
=

3
5
     ⇒    𝑐 =

3
5
𝑎    , 𝑏 = 8    

𝑎2=𝑏2+𝑐2

→        𝑎2 = 64 +
9
25
 𝑎2    ⇒ 𝑎 = 10 , 𝑐 = 6 

 است.  12کوچک و طول قطر  20طول قطر بزرگ 

 

 

5/1 
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, 𝐴دو نقطه ی   184 𝐵   را به کانون های بیضی وصل می کنیم . نقطه ی𝐴  . روی بیضی قرار دارد 

𝐴𝐹بنابر تعریف بیضی     + 𝐴𝐹′ = 2𝑎         (1) 

𝐵𝐹روی بیضی قرار دارد بنابر تعریف بیضی  𝐵  نقطه ی  + 𝐵𝐹′ = 2𝑎         (1) 

                       (1), (2)  
𝐴𝐹′=𝐵𝐹
→         𝐴𝐹 = 𝐵𝐹′ 

 ′𝐴𝐹 ‖ 𝐵𝐹متوازی الاضلاع است و چون در هر متوازی الاضلاع ، ضلع های روبرو موازی اند پس :   ′𝐴𝐹𝐵𝐹بنابر این چهارضلعی  

1/25 

 دایره 185

 

25/0 

186 𝑎 = 2𝑏    ⇒  𝑐2 = 𝑎2 − 𝑏2 = 4𝑏2 − 𝑏2 = 3𝑏2     ⇒    𝑐 = √3𝑏  

𝑡𝑎𝑛𝐵1 =
𝑂𝐹

𝑂𝐵
=
𝑐

𝑏
=
√3𝑏
𝑏
= √3      ⇒   𝐵1 = 60°      ⇒ 𝐹𝐵𝐹′ = 2 × 60 = 120° 

1/5 

 درس سوم :  سهمی

 باشد. (  با توجه به جایگاه کانون و معادله خط هادی ، سهمی افقی و دهانه آن به سمت چپ می58)ص  187

𝑎، در این سهمی  𝐴(−1,2)مختصات راس سهمی  = 𝐴𝐹 = 2 

𝑦)معادله آن برابر است با :    − 2)2 = −8(𝑥 + 1) 

1/25 

 58ص  188

{
𝑦2 + 7𝑥 + 5 = 0
𝑥2 + 𝑦2 = 25

        ⇒    𝑥2 + (−7𝑥 − 5) = 25      ⇒     𝑥2 − 7𝑥 − 30 = 0 

 

𝑥 = −3     ,    𝑥 = 10 

 

{
𝑥 = −3       ⇒        𝑦2 = 16    ⇒     𝑦 = ±4        ⇒    (−3,4)    ,    (−3, −4) 

𝑥 = 10        ⇒         𝑦2 = −75                    . .ق  .ق                                                  غ
  

1/5 

 الف : با توجه به جایگاه راس و معادله خط هادی ، سهمی افقی و دهانه آن به سمت چپ می باشد.  189

𝑎در این سهمی   = 𝑦)و معادله آن برابر است با :    1 − 3)2 = −4(𝑥 − 2) 

𝐹(−𝑎ب : مختصات کانون سهمی      + ℎ , 𝑘) = (−1+ 2 , 3) 

𝑦پ : مختصات محل برخورد با محور طول ها برابر است با :     = 0  ⇒   𝑥 =
−1

4
     , (−

1

4
 , 0) 

 

 

2 
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 (55)ص 190

𝑦)الف( معادله متعارف سهمی   − 1)2 = 8(𝑥 − 𝑎و فاصله کانونی    (1 = 2 

𝑥معادله خط هادی   (1,1)ب( رأس سهمی  =  (3,1)  و مختصات کانون آن 1−

 

5/1 

 ( روش اول:58)ص 191

𝑀𝐹بنا به تعریف سهمی   = 𝑀𝑇   مثلث𝑀𝐹𝑇 الساقین است. متساوی𝑀𝑇̂𝐹 = 𝑇𝐹̂𝑀  (1 ) 

𝑀𝑇̂𝐹شود  نتیجه می 𝐹𝑇و مورب   𝐹𝐻‖𝑀𝑇از طرفی بنا به خطوط موازی   = 𝑇𝐹̂𝐻  (2 ) 

 داریم:  𝐹𝐻𝑁نیمساز است . بنا به قضیه نیمساز در مثلث  𝑇𝐹شود ( نتیجه می2( و )1از )

𝑁𝐹

𝐹𝐻
=
𝑁𝑇

𝑇𝐻
      

𝐹𝐻=2𝐹𝐴
→         

𝑁𝐹

2𝐹𝐴
=
𝑁𝑇

𝑇𝐻
      

×2
→       

𝑁𝐹

𝐹𝐴
=

2𝑁𝑇
𝑇𝐻

 

 
 

 روش دوم : 

 𝐹𝐻‖𝑀𝑇   با توجه به قضیه تالس در مثلث𝑁𝐻𝐹  : 

𝑁𝑀

𝑀𝐹
=
𝑁𝑇

𝑇𝐻
                                          

𝑀𝑇

𝐹𝐻
=
𝑁𝑀

𝑁𝐹
     

𝑀𝑇=𝑀𝐹
→        

𝑁𝐹

𝐹𝐻
=
𝑁𝑀

𝑀𝐹

}  
𝐹𝐻=2𝐹𝐴
→        

𝑁𝐹

2𝐹𝐴
=
𝑁𝑇

𝑇𝐻
     

×2
→      

𝑁𝐹

𝐹𝐴
=

2𝑁𝑇
𝑇𝐻

 

 

25/1 

192 𝑦2 = 2𝑥 + 4𝑦    ⟶      (𝑦 − 2)2 = 2(𝑥 + 2) 

𝑎پارامتر سهمی  (2,2−)نوع سهمی افقی رو به راست ، رأس  سهمی نقطه   =
1

2
−)مختصات کانون سهمی برابر با    

3

2
, معادله   (2

𝑥خط هادی برابر با   =
−5

2
∘)و   (∘,∘)ها برابر است با  𝑦است و مختصات نقاط برخورد با محور     (∘,∘)   ها𝑥و محور   (4,

 

 

 

 

 

 

 

 

2 
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 الف :   193

𝑦2 − 2𝑦 + 1 = −8𝑥 − 9+ 1    ⇒    (𝑦 − 1)2 = −8(𝑥 + 1)   ⇒    𝐴 = (−1 , 1 )  , 𝑎 = 2  

𝐹(−3 , 1 )    ,    𝑥 = 1 

 ب :   

 

2 

 درست  194

 

25/0 

𝑎الف : با استفاده از جایگاه راس و خط هادی سهمی قائم در دستگاه مختصات خواهیم داشت :                195 = 4 

𝑥)دهانه سهمی رو به پایین است و معادله آن برابر است با :            − 2)2 = −4(4)(𝑦 − 3)   

𝐹ب : مختصات کانون سهمی برابر است با :                          = (2 , −1 ) 

 

25/1 

𝑎نمایش دهیم . فاصله کانونی برابر     ℎو گودی را با    2𝑏اگر قطر دهانه دیش را با   196 =
4𝑏2

16ℎ
 است.   

    ℎ = 9 , 2𝑏 = 𝑎با جایگذاری در رابطه فوق داریم :          60 =
(2𝑏)(2𝑏)

16ℎ
=

60×60

16×9
= 25 

𝑎) اگر رابطه فوق به صورت  =
𝑏2

4ℎ
=

302

4(9)
 نوشته شود درست است .(  

 

75/0 

 با توجه به جایگاه راس و کانون این سهمی در دستگاه مختصات خواهیم داشت: 197

𝑎روبه پایین و     سهمی = 4 

𝑥)معادله سهمی      − 1)2 = −16(𝑦 − 2) 

𝑦معادله خط هادی      = 6 

25/1 
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𝑝با توجه به جایگاه راس و خط هادی ، سهمی قائم و دهانه ی سهمی رو به بالا است و   198 = فرم استاندارد سهمی به این صورت      3

𝑥)است:              − 4)2 = 12(𝑦 − 6) 

 
 

25/1 

199     𝑦2 − 6𝑦 + 16𝑥 + 25 = 0     ⇒     𝑦2 − 6𝑦 + 9 = −16𝑥 − 16      ⇒     (𝑦 − 3)2 = −16(𝑥 + 1) 

𝑃است و  𝑆(−1,3)سهمی افقی و دهانه ی سهمی به سمت چپ باز می شود و راس سهمی نقطه ی   = 4 

𝑥معادله خط هادی        𝐹(−5,3)مختصت کانون آن  = 3 

 

75/1 

 نقطه  200

 

25/0 

201 𝑥2 = 2𝑦 − 4𝑥     ⇒    𝑥2 + 4𝑥 + 4 = 2𝑦 + 4       ⇒       (𝑥 + 2)2 =  2(𝑦 + 2) 

𝑝سهمی قائم رو به بالا است و    =
1

2
,𝑆(−2  و      −2)  , 𝐹 (−2 , −

3

2
)       و      

𝑦    ها :𝑥محل برخورد با محور  = 0   ⇒     𝑥2 = 2(0) − 4𝑥    ⇒   𝑥 = 0   , 𝑥 = −4  ⇒

  𝐴(0,0)    , 𝐵(0, −4)   

𝑥                    :  ها 𝑦محل برخورد با محور  = 0   ⇒     (0)2 = 2𝑦 − 4(0)     ⇒  𝑦 = 0    ⇒   𝐶(0,0) 

 

2 

202 𝑦2 = 4(𝑥 − 1)  ⇒   𝑆(1,0)     ,     𝐹(2,0)         ,      (𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 9      

{
𝑦2 = 4𝑥 − 4           
(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 9

   ⇒  (𝑥 − 2)2 +  4𝑥 − 4 = 9   ⇒    𝑥2 = 9    ⇒ 𝑥 = ±3  

𝑀(3,2√2)    ,   𝑀′(3 , −2√2) 

 

2 
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203 𝑥2 − 4𝑦 + 8 = 0     ⇒  𝑥2 + 8𝑥 + 16 = 4𝑦 + 16  ⇒    (𝑥 + 4)2 = 4(𝑦 + 4)      

 سهمی قائم و رو به بالا است.  

,𝑆(−4راس سهمی    4𝑝و         (4− = 4   ⇒     𝑝 = ,𝐹(−4و       1 𝑦و خط هادی     (3− = −5 

𝑦 = −3   ⇒ 𝐵(−2, −3)   , 𝐵′(−6,   نقاط کمکی        (3−

5/2 

 کانون سهمی 204

 

25/0 

205 𝑦2 = 4(𝑥 − 1)  ⇒   𝑆(1,0)     ,     𝐹(2,0)         ,      (𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 9      

{
𝑦2 = 4𝑥 − 4           
(𝑥 − 2)2 + 𝑦2 = 9

   ⇒  (𝑥 − 2)2 +  4𝑥 − 4 = 9   ⇒    𝑥2 = 9    ⇒ 𝑥 = ±3  

𝑀(3,2√2)    ,   𝑀′(3 , −2√2) 

75/1 

𝑎الف : با توجه به جایگاه راس و خط هادی ، دهانه ی سهمی رو به پایین است و    206 = 4 

𝑥)ت      معادله سهمی به صور − 2)2 = −16(𝑦 − 4𝑝−و         (3 = −16     ⇒     𝑝 = 4 

,𝐹(2ب : مختصات کانون سهمی    −1) 

 

25/1 

 سهمی 207

 

25/0 

208 𝑦2 = 4𝑥 − 4𝑦    ⇒    𝑦2 + 4𝑦 = 4𝑥 + 4    ⇒    (𝑦 + 2)2 = 4(𝑥 +  سهمی افقی مثبت        (1

𝑥خط هادی        = −2           

,𝐹(0کانون سهمی      −2) 

,𝑆(−1راس سهمی    −2) 

,  (0,4)نقاط کمکی      (0,0) 

2 
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209 𝑦2 − 2𝑦 + 8𝑥 + 9 = 0 ⇒      𝑦2 − 2𝑦 + 1 = −8𝑥 − 8   ⇒      (𝑦 − 1)2 = −8(𝑥 + 1)         

 𝑆(−1,1)راس سهمی   

=pدهانه سهمی به سمت چپ و  2     

𝑥معادله خط هادی       = 1 

 𝐹(−3,1)کانون سهمی    

, 3−)ب :نقاط کمکی      5)  , (−3, −3) 

2 

 با توجه به جایگاه راس و کانون سهمی در دستگاه مختصات معلوم می شود که سهمی قائم رو به پایین می باشد لذا:  210

       𝑝 = 4       

𝑥)معادله سهمی          − 1)2 = −16(𝑦 − 2)   

𝑦معادله خط هادی     = 6 

 

25/1 

 سوم : بردارها  فصل 

  

 𝑅3فی فضای  راول : معدرس 

𝑧الف(  211 =  (  68)ص      3

 ب(  رسم نمودار  ) به طوری که خط و خط چین مشخص باشد ( 

 (  63) ص 

 

 

 

1/25 

 (67ها  ) ص  𝑦الف : عرض ها یا محور  212

 ( 75ب : درست   ) ص 

 (  63پ : رسم نمودار ) به طوری که نقطه توپر و توخالی مشخص باشد ( ) ص  

|𝑎⃗|ت :     = √𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 5 

 

75/1 

 5/0 ( رسم نمودار55)ص 213
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214 
}ب(                𝐶𝐷𝐹𝐺الف( 

∘≤ 𝑥 ≤ 2
𝑦 = 4     
𝑧 = 3     

𝑦ت(                   𝐷(2,4,3)پ(                   =  ( 68)ص                        2

 
 

5/1 

 نادرست 215

 

25/0 

𝐴الف(   216 = 𝐵و    (∘,∘,2) = (∘, −3,4) 

𝑀برابر است با   𝐴𝐵مختصات وسط پاره خط  = (
2+∘

2
,
∘+(−3)

2
,
∘+4

2
) = (1,

−3

2
, 2) 

𝑂𝑀 = √1+
9
4
+ 4 = √

29
4

 

32√ب(  + 42 + 52 = 5√2 

 

2 

217 𝑦𝑜𝑧 25/0 

𝐴الف :            218 = (2 , 0 , 0)       ,      𝐵 = (1 , 0 , 3 ) 

𝐴𝐵        ب :  = √(2− 1)2 + (0− 0)2 + (0− 3)2 = √10 

𝑀پ :       = (
2+1

2
 ,

0+0

2
 ,

0+3

2
) =  (

3

2
 , 0 ,

3

2
) 

 

2 

219 6 

 

25/0 

𝑏الف :   220 = −3 

 ها  𝑧ب :  محور 

𝐴پ : نقطه   = ( 0 , 2 ,  (0 و 4 و 2−)برابر است با :     𝐴𝐵و مختصات وسط    ( 3

 

5/1 

,  𝐴نقاط   221 𝐵   زیرا در این دو نقطه𝑦 = 2   , 𝑧 =  می باشد.   1

 

1 

 واقع است. 5در ناحیه   𝑎⃗الف : بردار  222

 

2𝑎⃗                                           ب:      − 𝑏⃗⃗ = (2,2, −1)      ⇒   |2𝑎⃗ − 𝑏⃗⃗| = √4+ 4+ 1 = 3      

 
 
 

5/1 
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}الف : نمودار مربوط به معادلات   223
𝑥 = 0
𝑧 =  ها است.𝑦همان معادله محور   𝑅3در فضای    0

𝑥معادله ی   =  ها است.  𝑦که شامل محور   𝑦𝑧معادله ی صفحه ی  0

𝑎⃗ب :                                                                                    + 2𝑏⃗⃗ = (2 , −1 , 3) + 2(1 , 2 , 0) = (4 , 3 , 3)  

|𝑎⃗ + 2𝑏⃗⃗ | = √42 + 32 + 32 = √34 

 
 

2 

224 𝑏⃗⃗ = −6𝑗 + 8𝑘⃗⃗ = (0 , −6 , 8) 

𝑟𝑏⃗⃗ = −
1

2
(0 , −6 , 8) = (0 , 3 , −4)     ⇒   |𝑟𝑏⃗⃗| = √02 + 32 + (−4)2 = 5     

 𝑟𝑎⃗ = −
1

2
(√8 , 2 , 4) = (−√2 , −1 , −2) 

𝑟𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗ = (−√2 , −1 , −2) + (0 , −6 , 8) = (−√2 , −7 , 6) 

1/5 

 25/0 موازی   225

 ها است. 𝑥 ها ، عرض و ارتفاع آن صفر است . پس این معادله نشان دهنده محور 𝑥هر نقطه روی محور  226

𝑦معادله ی   =  ها منطبق بر آن است. 𝑥می باشد و محور  𝑥𝑜𝑧یعنی صفحه ی   0

 

1 

 درست  227

 

25/0 

228  𝐴(0 , 4 ,  : الف ( 3

𝐴𝐷: {
0 ≤ 𝑥 ≤ 2
𝑦 = 4
𝑧 = 3

             ,    𝐴𝐷𝐹𝐺: {
𝑥 = 2

0 ≤ 𝑦 ≤ 4
0 ≤ 𝑧 ≤ 3

 : ب   

5/1 

229 |𝐴𝐵| = √(3− 3)2 + (−2− 1)2 + (2− 2)2 = 3 

    𝑥 = 3    ,   − 2 ≤ 𝑦 ≤ 1     ,   𝑧 =  𝐴𝐵معادلات مربوط به پاره خط  2

 

25/1 

230   :   −1 ≤ 𝑥 ≤ 2    ,    𝑦 = 1     ,   𝑧 =  𝐴𝐵 5/0معادلات مربوط به پاره خط  3

231 𝑎⃗ = (0 , 2 , −3) 

𝑐 = 2𝑏⃗⃗ − 𝑎⃗ = 2(0 , 1 , −1) − (0 , 2 , −3) = (0 , 0, 1) 
|𝑐| = √02 + 02 + 12 = 1 

 

 

0/75 
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𝑧الف :   232 = 4                  

      ها𝑦ب : محور  

, 𝐴(2پ: نقطه    0 , , 1−)برابر است با    𝐴𝐵و مختصات وسط   (0 3 , −
3

2
) 

 

5/1 

 25/0 درست  233

234 𝑎⃗ − 2𝑏⃗⃗ = (2 , 0 , −1) − (2 , 4 ,2) = (0 , −4 , −3)        ⇒    |𝑎⃗ − 2𝑏⃗⃗| = √16+ 9 = 5 

 

1 

235 𝑎⃗ = (3 , 2 , −1) 

𝑟𝑏⃗⃗ − 𝑎⃗ =  2𝑏⃗⃗ − 𝑎⃗ = ( 6 , 2 , −2) − (  3 ,2 , −1) = (3 , 0 , −1) 
 

1 

 داخلی و ضرب خارجی بردارهادرس دوم :  ضرب  

 78ص   236

cos 𝜃 =
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑎⃗||𝑏⃗⃗|
      ⇒      −

√2
2
=

2− 𝑛

√2× √4+ 1+ 𝑛2
      ⇒      

𝑛 − 2

√𝑛2 + 5
= 1 

 

𝑛2 + 5 = 𝑛2 − 4𝑛 + 4        ⇒       𝑛 = −
1
4

 

1/5 

 80ص  237

𝑎⃗ = 𝑟𝑏⃗⃗ 

𝑎⃗′ =
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑏⃗⃗|
2 𝑏⃗⃗ =

(𝑟𝑏⃗⃗). 𝑏⃗⃗

|𝑏⃗⃗|
2 𝑏⃗⃗ =

𝑟|𝑏⃗⃗|
2

|𝑏⃗⃗|
2 𝑏⃗⃗ = 𝑟𝑏⃗⃗ = 𝑎⃗ 

 

1/25 

 76الف(  ص  238

2𝑏⃗⃗ = (2,0,2)          ,    |2𝑏⃗⃗ − 𝑐| = |(2, −2,1)| = 3 

 81ب(  ص 

𝑏⃗⃗ + 𝑐 = (1,2,2) 
 

𝑆 = |𝑎⃗ × (𝑏⃗⃗ + 𝑐)| = |(8, −5,1)| = 3√10 

 

 

 

2 

239 𝑎⃗ ⊥ 𝑏⃗⃗   ⇒  𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = 0  ⇒ 2(𝑚 + 1) + 3𝑚− 2 = 0 ⇒   𝑚 = 0 
 

 

1 
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240 
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = |𝑎⃗||𝑏⃗⃗| cos 𝜃  ⇒ 10 = 3 × 5 𝑐𝑜𝑠𝜃 ⇒ 𝑐𝑜𝑠𝜃 =

2
3
  , 𝑠𝑖𝑛𝜃 =

√5
3

 

 

|𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| = |𝑎⃗||𝑏⃗⃗| sin 𝜃 = 5√5         ⟶      𝑆∆ =
1
2
|𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| =

5√5
2
   

 

2 

 روش اول :         241

(𝑏⃗⃗ × 𝑐) = (6 , 4 , −4 )          𝑣 = |𝑎⃗. (𝑏⃗⃗ × 𝑐)| = |(1 , 0 , 1 ). (6 , 4 , −4)| = 10 

 
 روش دوم : 

𝑣 = |𝑎⃗. (𝑏⃗⃗ × 𝑐)| = |
1 0 −1
0 2 2
2 −3 0

| = 10 

 

25/1 

 (84صفر )ص 242

 
 

25/0 

𝑖نادرست   243 × 𝑗 = 𝑘⃗⃗    ( 79)ص 

 

5/0 

 (78الف( )ص 244

𝑎⃗ = (2,3, −1)     ,     𝑏⃗⃗ = (1,∘ ,1) 

𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = |𝑎⃗||𝑏⃗⃗| cos 𝜃         →       1 = √14√2 cos 𝜃       →     cos 𝜃 =
1

2√7
 

 (79ب( )ص

𝑑 = 𝑏⃗⃗ − 𝑐 = (1, −2,∘)               𝑎′⃗⃗⃗⃗ =
𝑎⃗. 𝑑

|𝑑|
2 𝑑 =

−4
5
(1, −2,∘) 

 

75/1 

245 |2𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| = |2𝑎⃗||𝑏⃗⃗| sin 30° = 2(6)(4) (
1

2
) = ( 81)ص                                 24  

 

1 

 (84)ص 246

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (1,2,1)       ,      𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−3,2, −3)  

𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (−8,∘ ,8)             𝑆𝐴𝐵𝐶 =
1
2
|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | = 4√2 

 

5/1 

 (79)ص 247

𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ =∘       ↔     |𝑎⃗||𝑏⃗⃗| cos 𝜃 =∘       
|𝑎⃗⃗|≠∘   ,|𝑏⃗⃗|≠∘
↔             cos 𝜃 =∘     ↔    𝜃 =

𝜋

2
 

1 

 صفر  248

 

 

25/0 
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 الف( 249

𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = 2+ 1+∘= 3       cos 𝜃 =
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑎⃗||𝑏⃗⃗|
=

3

3√2
=

1

√2
      ⟶      𝜃 = 45 

𝑎⃗ب( بردار عمود بر دو بردار  × 𝑏⃗⃗ 

𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗ = (2, −1,2) × (1, −1,∘) = (2,2, −1) 
 

2 

250 |𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| = |𝑎⃗||𝑏⃗⃗| sin 𝜃        ⟶       72 = 3(26) sin 𝜃      ⟶      sin 𝜃 =
12
13

 

cos 𝜃 =
5
13
      ⟶        𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = |𝑎⃗||𝑏⃗⃗| cos 𝜃 = 3(26)

5
13
= 30 

 

1/5 

 درست  251

 
 
 
 

25/0 

252 𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = 2 × 1 + (−1)(−1) + 2 × 0 = 3    ,      |𝑏⃗⃗| = √12 + (−1)2 + 02 = √2 

𝑎⃗′ =
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑏⃗⃗|
2  𝑏⃗⃗ =

3
2
(1, −1 , 0) = (

3
2
 , −

3
2
, 0) 

 

25/1 

253 |𝑎⃗ ×  𝑏⃗⃗| = |𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗|𝑠𝑖𝑛𝜃    ⇒   72 = 3 × 26𝑠𝑖𝑛𝜃    ⇒   𝑠𝑖𝑛𝜃 =
72

3 × 26
=

12
13
   

𝑐𝑜𝑠𝜃 = ±√1− 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = ±√1− (
12
13
)

2

= ±
5
13
  
     𝜃<90
→       𝑐𝑜𝑠𝜃 =

5
13

 

𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = |𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗|𝑐𝑜𝑠𝜃 = 30 
 

25/1 

254 𝑏⃗⃗. (𝑎⃗  ×  𝑐) = 0   ⇒    (0 , 𝑚 , −1). (3 , −3 , −3 ) = 0   ⇒  −3𝑚 + 3 = 0   ⇒ 𝑚 = 1 
 

1 

 نادرست 255

 

25/0 

256 𝑏⃗⃗ + 𝑐 = (2 , −3 , 6 )   ,         𝑎⃗′ =
𝑎⃗⃗.(𝑏⃗⃗+𝑐)

|𝑏⃗⃗+𝑐|
2 ( 𝑏⃗⃗ + 𝑐) =

35

49
(2, −3 , 6)     5/1 

257 |𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗ + 𝑐|
2
= |𝑜⃗|2       ⇒    |𝑎⃗|2 + |𝑏⃗⃗|

2
+ |𝑐|2 + (𝑎⃗ . 𝑏⃗⃗ + 𝑏⃗⃗ . 𝑐 + 𝑐 . 𝑎⃗) = 0     ⇒ 

 

1+ 4+ 9+ 2(𝑎⃗ . 𝑏⃗⃗ + 𝑏⃗⃗ . 𝑐 + 𝑐 . 𝑎⃗) = 0   ⇒     (𝑎⃗ . 𝑏⃗⃗ + 𝑏⃗⃗ . 𝑐 + 𝑐 . 𝑎⃗) = −7 
 

25/1 
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258 𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗ = 𝑂⃗⃗    ⇔  | 𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| = |𝑂⃗⃗|    ⇔   |𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗| × 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0             

|𝑎⃗⃗|,|𝑏⃗⃗|≠0
↔          𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 ⇔  𝜃 = 𝜃 یا 0 = 𝜋    ⇔     𝑎⃗ ‖ 𝑏⃗⃗ 

 

25/1 

و  𝑐  الف : برداری عمود بر دو بردار     259 − 2𝑏⃗⃗        : 2−برابر است با𝑏⃗⃗ × 𝑐 = −و 2) ( 0 و 2 × (2 , 1 , −2) = (4 , 4 , 6 ) 

 برابر است با :    𝑎⃗ و 𝑏⃗⃗ و 𝑐ب : حجم متوازی السطوح تولید شده سه بردار 

|(𝑎⃗. (𝑏⃗⃗ × 𝑐))| = |(2 , 3, 1 ). (−2 , −2 , −3)| = 13 

 

2 

260 
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = 0 ⇒ |𝑎⃗||𝑏|𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0   

|𝑎⃗⃗|,|𝑏|≠0  
→        𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0  ⇒   𝜃 =

𝜋

2
 

 

1 

261 
𝑎⃗′ =

𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑏⃗⃗|
2  𝑏⃗⃗ =

2+ 1+ 0
1+ 1+ 0

(1, −1 , 0) =
3
2
(1 , −1 , 0) 

1 

262 𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗ = (3 , 2 , 1) × (2 , 0 ,1) = (2 , −1 , −4) 

𝑆 = |𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| = √4+ 1+ 16 = √21 
 

1 

263 
𝑐𝑜𝑠𝜃 =

𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗|
=

3

3√2
=
√2
2
    ⇒   𝜃 =

𝜋

4
   

𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗ = (2 , −1 , 2) × (1 , −1 , 0) = (2 , 2 , −1) 
 

2 

264 𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = 0 × 2 + 1(−1) + 1(−2) = 3 

|𝑎⃗| = √02 + (−1)2 + (−1)2 = √2 

|𝑏⃗⃗| = √22 + (−1)2 + (−2)2 = √9 = 3 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗|
=

3

3√2
=
√2
2
    ⇒   𝜃 =

𝜋

4
   

 

25/1 
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266 𝑎⃗‖𝑏⃗⃗
    ∃𝑟∈𝑅   
→      𝑏⃗⃗ = 𝑟𝑎⃗    ⇒ (𝑏1 , 𝑏2 , 𝑏3) = (𝑟𝑎1, 𝑟𝑎2 , 𝑟𝑎3)   

𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗ = (𝑟𝑎1, 𝑟𝑎2 , 𝑟𝑎3) × (𝑏1 , 𝑏2 , 𝑏3) = (𝑏1 , 𝑏2 , 𝑏3) × (𝑏1 , 𝑏2 , 𝑏3) = (0 ,0,0) = 𝑂⃗⃗ 

 اثبات برعکس این مطلب را می توان به شکل زیر نوشت:

𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗ = 𝑂⃗⃗    ⇒   |𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| = |𝑂⃗⃗|    ⇒     |𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| = 0  

|𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| = |𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗|𝑠𝑖𝑛𝜃   ⇒   𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 ⇒     𝜃 = 𝜃    یا     0 = 𝜋    

 𝑎⃗‖𝑏⃗⃗لذا    

 

1/25 

 الف : 267

𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = −4(1) + 3(−1) + (−5)(1) = −12 

|𝑏⃗⃗| = √12 + (−1)2 + (1)2 = √3 

𝑎⃗′ =
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑏⃗⃗|
2  𝑏⃗⃗ =

−12
3
(1, −1 ,1) = −4(1 , −1 , 1) = (−4 , 4 , −4) 

,  𝑎⃗ب :بردار حاصل ضرب خارجی دو بردار   𝑏⃗⃗   و هر مضربی غیر صفر آن ، بر هر دو بردار𝑎⃗  , 𝑏⃗⃗    عمود است. در اینجا فقط کافی

𝑎⃗           است ضرب خارجی را تعیین کنیم.                   × 𝑏⃗⃗ = (3 , −2 , 1) × (−2 , −1 , 1) = (−2 , −1 , 1) 

,  𝑎⃗ج: مساحت مثلثی که با دو بردار  𝑏⃗⃗  :تشکیل می شود ، برابر نصف اندازه ی حاصل ضرب خارجی این دو بردار است. یعنی 

|𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| = √(−2)2 + (−1)2 + (1)2 = 𝑆     و      6√ =
1
2
|𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| =

1
2
√6 

 

25/2 

.𝑎⃗الف:                                                                                                       268 𝑏⃗⃗ = −2(0) + 0(2) + (2)(2) = 4 

𝑎⃗ = (−2 , 0 , 2)    ⇒ |𝑎⃗| = √4+ 0+ 4 = √8 = 2√2 

𝑏⃗⃗ = (0 ,2 , 2)    ⇒ |𝑏⃗⃗| = √0+ 4+ 4 = √8 = 2√2 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗|
=

4

2√2 × 2√2
=

1
2
    ⇒   𝜃 =

𝜋

3
   

 

2 



   

www.math-pilevar.ir 

(میکائیل صدقی -) رقیه پیله ور   –   رشته ریاضی و فیزیک      -     3هندسه  سوالات موضوعی نهایی  ه دور 14   

72 

𝑎⃗                                                          ب:                           + 𝑏⃗⃗ = (−2 , 0 , 2 ) + (0 , 2, 2) = (−2 , 2 , 4 )    

(𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗). 𝑏⃗⃗ = −2(0) + 2(2) + 4(2) = 12 

(𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗)′ =
(𝑎⃗ + 𝑏⃗⃗). 𝑏⃗⃗

|𝑏⃗⃗|
2  𝑏⃗⃗ =

 12
8
(0, 2 ,2) =  (0 , 3 , 3) 

 

 الف: در ناحیه چهارم 269

𝑎⃗ب :            + 2 𝑏⃗⃗ ⃗ = (3 , −2 , 1) + 2(−2, 1 , −1) = (−1 , 0 , −1)       , | 𝑎⃗ + 2 𝑏⃗⃗ ⃗| = √1+ 0+ 1 = √2     

𝑎⃗ج :                                                                                × 𝑏⃗⃗ = (3 , −2 , 1) × (−2, 1 , −1) = (1 , 1 , −1) 

2 

𝑎⃗فرض می کنیم   270 = ( 𝑎1 , 𝑎2 , 𝑎3)   :پس داریم 

    𝑎⃗. 𝑎⃗ =  𝑎1 𝑎1 + 𝑎2𝑎2 + 𝑎3𝑎3 = 𝑎1
2 + 𝑎2

2 + 𝑎3
2 = |𝑎⃗|2 

1 
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.𝑎⃗الف :                                                                                                      272 𝑏⃗⃗ = 1(−2) + 2(0) + (3)(2) = 4 

|𝑏⃗⃗| = √(−2)2 + (0)2 + (2)2 = 2√2 

𝑎⃗′ =
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑏⃗⃗|
2  𝑏⃗⃗ =

4
8
(−2, 0 ,2) =  (−1 , 0 , 1)  

2𝑎⃗                                                                                ب:          −  𝑏⃗⃗⃗ = 2(1 , 2 , 3) − (−2 , 0 ,2) = (4 , 4, 4) 

|2𝑎⃗ −  𝑏⃗⃗⃗| = √42 + 42 + 42 = 4√3 
 

 

 

1/5 

273 𝑘⃗⃗. (𝑖  × 𝑗 ) = 𝑘⃗⃗. 𝑘⃗⃗ = |𝑘⃗⃗| = 1 
 

25/0 

274 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ = (2 , −2 , −1 )               ,            𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = (1 , −3 , 1 ) 

𝑆 =
1
2
|𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗ ⃗⃗ × 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗⃗⃗ | =

1
2
|(−5 , −3 , −4 )| =

1
2
√25+ 9+ 16 =

1
2
√50 
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276 𝑎⃗ = 𝑟𝑏⃗⃗          ,      𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = 𝑟. 𝑏⃗⃗. 𝑏⃗⃗ = 𝑟|𝑏⃗⃗|
2
 

𝑎⃗′ =
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑏⃗⃗|
2  𝑏⃗⃗ =

𝑟|𝑏⃗⃗|
2

|𝑏⃗⃗|
2 𝑏⃗⃗ = 𝑟𝑏⃗⃗ = 𝑎⃗ 

 

25/1 
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0/25 

278 𝑖. (𝑗  × 𝑘⃗⃗ ) = 𝑖. 𝑖 = |𝑖|2 = 1    
 

1 

279 |𝑎⃗| ≥ |𝑏⃗⃗|   و     0 ≥ 0        ⇒   |𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗| ≥ 0 

−1 ≤ 𝑐𝑜𝑠𝜃 ≤ 1 ⇒    |𝑐𝑜𝑠𝜃| ≤ 1   
×(|𝑎⃗⃗|×|𝑏⃗⃗|)
→         |𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗| × |𝑐𝑜𝑠𝜃| ≤ |𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗|  ⇒ |𝑎⃗ . 𝑏⃗⃗| ≤ |𝑎⃗| × | 𝑏⃗⃗| 

1 

280 𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = 𝑚(1) + (−1)(−1) + (2)(0) = 𝑚 + 1 

𝑎⃗ = (𝑚 , −1 , 2)    ⇒ |𝑎⃗| = √ 𝑚2 + 1 + 4 = √𝑚2 + 5  

𝑏⃗⃗ = (1 , −1 ,0)    ⇒ |𝑏⃗⃗| = √1+ 1+ 0  =  √2 

𝑐𝑜𝑠𝜃 =
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗|
=

𝑚 + 1

√𝑚2 + 5 × √2
=
√2
2
    ⇒   1 =

𝑚 + 1

√𝑚2 + 5 
  ⇒ 𝑚 + 1 = √𝑚2 + 5  

𝑚2 + 2𝑚 + 1 = 𝑚2 + 5   ⇒   2𝑚 = 4    ⇒   𝑚 = 2  

5/1 

281 𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = 5(1) + (−1)(−1) + (2)(0) = 6 

|𝑏⃗⃗|
2
= (1)2 + (−1)2 + (0)2 = 2  

𝑎⃗′ =
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑏⃗⃗|
2  𝑏⃗⃗ =

6
2
(1, −1 ,0) =  (3 , −3 , 0) 

 

 

1 

282 |𝑎⃗ ×  𝑏⃗⃗| = |𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗|𝑠𝑖𝑛𝜃    ⇒   12 = 8 × 3𝑠𝑖𝑛𝜃    ⇒   𝑠𝑖𝑛𝜃 =
12
24
=

1
2
   

𝑐𝑜𝑠𝜃 = ±√1− 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = ±√1− (
1
2
)

2

= ±
√3
2

 

𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = |𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗|𝑐𝑜𝑠𝜃 = 8 × 3 × (±
√3
2
) = ±12√3 

 

 

25/1 



   

www.math-pilevar.ir 

(میکائیل صدقی -) رقیه پیله ور   –   رشته ریاضی و فیزیک      -     3هندسه  سوالات موضوعی نهایی  ه دور 14   

74 

283 𝑎⃗   ×  𝑏⃗⃗ = (2 , −4 , −1) 

(𝑎⃗  ×  𝑏⃗⃗). 𝑐 = 2(3) + (−4)(2) + (−1)(1) = −3 

 

𝑎⃗)|حجم متوازی السطوح             ×  𝑏⃗⃗). 𝑐| = |−3| = 3 

1 

𝑎⃗                      الف :     284 +  𝑏⃗⃗ = (1 , 4 , 1)             , (𝑎⃗ +  𝑏⃗⃗) × 𝑐 = (1 , 4 , 1) × (2 , 1 , −2) = (−9 , 4 , −7)  

𝑏⃗⃗                                      ب :    ×  𝑐 = (−2 , −2 , −3)    , 𝑎⃗. ( 𝑏⃗⃗ × 𝑐) = (2 , 3, 1) × (−2 , −2 , −3) = −13 

𝑆 = |𝑎⃗. (𝑏⃗⃗  ×  𝑐)| = |−13| = 13 
 

2 

.𝑎⃗)صفر    285 𝑏⃗⃗ = 0) 

 

25/0 

 الف : 286

𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = 1(−2) + (−3)( 1) + (2)(−5) = −15 

|𝑏⃗⃗|
2
= (−2)2 + ( 1)2 + (−5)2 = 30  

𝑎⃗′ =
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑏⃗⃗|
2  𝑏⃗⃗ =

−15
30
(−2, 1 , −5) =  (1 , −

1
2
 ,

5
2
) 

 ب :

𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗ = (1 , −3 , 2 ) × (−2 , 1 , −5) = (13, 1 , −5) 
 یا 

𝑏⃗⃗ × 𝑎⃗ = (−2 , 1 , −5 ) × (1 , −3 , 2 ) = (−13 , −1 , 5 ) 
 

 

75/1 

287 𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗ = 𝑂⃗⃗    ⇔  | 𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| = |𝑂⃗⃗|    ⇔   |𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗| × 𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0             

|𝑎⃗⃗|,|𝑏⃗⃗|≠0
↔          𝑠𝑖𝑛𝜃 = 0 ⇔  𝜃 = 𝜃 یا 0 = 𝜋    ⇔     𝑎⃗ ‖ 𝑏⃗⃗              

1 

288 𝑏⃗⃗ × 𝑐 = (8 , −7 , −5) 

𝑎⃗. (𝑏⃗⃗ × 𝑐) = 1(8) + 𝑚(−7) + (−11)(−5) = 8− 7𝑚 + 55 = 0    ⇒     𝑚 = 9 
 

 

 

1 
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289 
𝑐𝑜𝑠𝜃 =

𝑎⃗. 𝑏⃗⃗

|𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗|
=

12
4 × 6

=
1
2
    ⇒   𝜃 =

𝜋

3
   

𝑆 =
1
2
|𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| =

1
2
|𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗| × 𝑠𝑖𝑛𝜃 =

1
2
× 4 × 6 ×

√3
2
= 6√3 
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290 
𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = 0  ⇔  |𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗| × 𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0  

|𝑎⃗⃗|,|𝑏⃗⃗|≠0
↔          𝑐𝑜𝑠𝜃 = 0 ⇔  𝜃 =

𝜋

2
  

 

 

1 

291 𝑢⃗⃗ = 𝑏⃗⃗ + 𝑐 = (2 , −3 , 6 )  ⇒ | 𝑢⃗⃗| = √4+ 9 + 36 = 7       

𝑎⃗. 𝑢⃗⃗ = (−1)(2) + (−3)(−3) + (0)(6) = 7 

𝑎⃗′ =
𝑎⃗. 𝑢⃗⃗

|𝑢|2
 𝑏⃗⃗ =

7
49
( 2, −3 ,6) =  ( 

2
7
 , −

3
7
 ,

6
7
) 

 
 
 
 

1 

292 |𝑎⃗ × 𝑏⃗⃗| = |𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗| × 𝑠𝑖𝑛𝜃  ⇒ 72 = 3 × 26 × 𝑠𝑖𝑛𝜃      ⇒  𝑠𝑖𝑛𝜃 =
12
13

 

𝑐𝑜𝑠𝜃 = ±√1− 𝑠𝑖𝑛2𝜃 = ±√1− (
12
3
)

2

= ±
5
13

 

𝑎⃗. 𝑏⃗⃗ = |𝑎⃗| × |𝑏⃗⃗|𝑐𝑜𝑠𝜃 = 3 × 26 × (±
5
13
) = ±30 

 

5/1 

293 𝑎⃗  ×  𝑏⃗⃗ = (−1 , −1 , −1)        ,     𝑆 = |𝑎⃗  × 𝑏⃗⃗| = √1+ 1+ 1 = √3 

 

 

1 
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